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PRÉFACE. 



J'ai réuni dans ce petit Livre les Leçons sur la Théorie des 
séries trigono métriques 7 que j'ai faites au Collège de France en 
,1904-1905 (fondation Claude- Antoine Peccot). Je n'ai pas cru, 
toutefois, devoir reprendre ici, comme dans mon Cours, les parties 
les plus élémentaires de la théorie qu'on trouve exposées dans 
un grand nombre d'Ouvrages classiques. Cela m'a permis de 
m' étendre, un peu plus que je n'avais pu le faire au Collège de 
France, sur quelques résultats, publiés récemment, concernant 
la possibilité d'utiliser les séries de Fourier pour la représentation 
des fonctions arbitraires. 

Je suis heureux de remercier ici M. Emile Borel qui m'a aima- 
blement invité à écrire ce Livre. 

Rennes, le 21 octobre igo5. 

Henri LEBëSGUË. 
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SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 



INTRODUCTION. 

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ('). 



1. Les deux espèces de points de discontinuité, — Parmi 
les discontinuités que peut présenter une fonction /(#), d'une 
seule variable réelle, il y a lieu de distinguer un mode simple de 
discontinuité qui se rencontrera souvent dans la suite. 

x est point de discontinuité de première espèce pour f{x) 
si, quand x croit vers ,r , f(x) tend vers une limite bien déter- 
minée qu'on notera, avec Dirichlet, f(x — o) et si, quand x 
décroît vers x 0j f{x) a une limite qu'on notera f(x -h o) ( 2 ). 

La propriété essentielle des points de discontinuité de pre- 
mière espèce est d'être toujours comparables entre eux; j'entends 
.par là que, si <p a, en x , un point de discontinuité de première 
espèce pour lequel o(x -\-o) et <f(x — o) diffèrent, quelle que 
soit/, admettant aussi x comme point de discontinuité de première 



( l ) Dans cette Introduction j'ai réuni un certain nombre de définitions ou 
d'énoncés qu'il importe de connaître pour bien comprendre le reste de l'ouvrage* 
Il n'est d'ailleurs pas nécessaire de lire ce Chapitre préliminaire avant les autres; 
il suffirait que le lecteur s'y reportât s'il lui arrivait d'être arrêté par quelque 
difficulté. J'ai mis dans le texte de nombreux renvois à l'Introduction. 

(?) Pour abréger on écrira /(-t- o) et /(— o) à la place de/(o -h o), /(o — o). 

N L. 
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espèce, on pourra toujours trouver la constante K de manière que 
pour V=-.f f- K'f on ait K(jf # + o)= F(x — o). C'est-à-dire que, 
au point jf , il ne subsiste plus qu'une discontinuité en quelque 
sorte artificielle. Bien de pareil n'existe pour les autres points de 
discontinuité qu'on appelle points de discontinuité de seconde 
espèce. 

Celte propriété permet, dans certains cas, de conclure pour tous 
les points de première espèce en s'appuyant sur l'étude d'un point 
de première espèce particulier (n°31). 

2. Points réguliers. — Nous dirons que x est un point régulier 
pour f si /(x -f- o) elf(.r — o) existent et sont tels que 

f(x»-*-o) -+-f(ar — o) = *f(r ); 

tous les points de continuité sont des points réguliers. 

Tous les points réguliers sont comparables au sens du numéro 
précédent; la discontinuité artificielle dont il a été parlé n'existe 
même plus. La propriété de ces points qui nous servira le plus 
est la suivante : la fonction ?(/) définie par l'égalité 

?(') =f(T»+-'*t) +/{*<> — a/) — ï/(*o), 
est continue pour / = o. 

3. Fonctions monotones; conditions de Dirichlet. — On dit 
qucA***) est une fonction partout non décroissante ou, plus briève- 
ment, que/\jr) est une fonction croissante si, quels que soient x h 

et J*> on a 

(J'i-x t )[/(x l )-/(jr i )]^o. 

/\x) ne décroissant jamais, quand x croît, et ne croissant 
jamais quand x décroît, f(x % -r~ o) ei/(x 9 — o) existent toujours; 
une fonction croissante n*a donc jamais de points de discontinuité 
de seconde espèce. Ses points de discontinuité forment d'ailleurs 
toujours un ensemble dénombrable, car, si l'on a 

<i < jti < -r 4 < . . . < ar* < 6, 

on a aussi 

j\ 6 * A <• » LA ^i * °^ —A x » — ° *1 

1- l A *i -- *> ) —A x *— H — -HA jr* -«- o> —A *n — 0)] T 
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et cela montre que les points en lesquels la différence 

/(* + o)- /(* — °) 

surpasse e sont, quel que soit e > o, en nombre fini. 

Les fonctions décroissantes, qu'on obtient en changeant x 
en — .r dans les fonctions croissantes, jouissent évidemment de 
propriétés analogues. Les fonctions croissantes et décroissantes 
constituent l'ensemble des fonctions monotones. 

On dit qu'une fonction bornée satisfait aux conditions de 
Dirichlet si elle n'a qu'un nombre fini de points de discontinuité 
dans l'intervalle (a, b) qu'on considère et si cet intervalle peut 
être partagé en un nombre fini d'intervalles partiels dans chacun 
desquels la fonction est monotone. Une telle fonction n'a évidem- 
ment que des points de discontinuité de première espèce. 

4. Fonctions à variation bornée. — M. Jordan a appelé ainsi 
toutes les fonctions bornées qu'on peut obtenir en faisant la somme 
■d'une fonction croissante et d'une fonction décroissante ou, si l'on 
veut, en faisant la différence de deux fonctions croissantes. 

Une telle fonction n'a tout au plus qu'une infinité dénombrable 
de points de discontinuité, qui sont de première espèce, et l'on peut 
remarquer qu'il suffit de modifier la fonction tout au plus en ses 
points de discontinuité pour que tous ses points soient réguliers. 

On peut encore dire qu'une fonction /est à variation bornée si 
«lie varie moins vite qu'une fonction croissante bornée, entendant 
par là qu'il existe une fonction croissante bornée F telle que l'on 
ait toujours, pour h > o, 

F (a? -h h) — F(x) ï |/(a? -h h) -f{x) |. 

Si, en effet, cette condition est remplie, /est la différence des 
deux fonctions croissantes F et F — /, et d'autre part, si /est la 
différence des deux fonctions croissantes cp et <|/, elle croît moins 
vite que cp 4- A. Cette seconde définition est souvent commode, 
elle montre en particulier qu'une fonction satisfaisant aux condi- 
tions de Dirichlet est à variation bornée. 

/ étant à variation bornée, on peut, d'une infinité de manières, 
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écrire, pour x > a, 

/(*)=/(a)-hl>(*)-Niar), 

P(.r) et N(#) étant deux fonctions non négatives et croissantes. 
Soient p(x) et n(x) les limites inférieures, pour x donné, des 
valeurs de P(x) et N(#); on a évidemment 

p(x) et n(x) sont les plus petites fonctions P(.<r) et N(j?). 

Ces quantités p(x) et n(x) s'appellent les variations totales 
positive et négative de f dans (a, x); v(x) =p(x) -f- n(x) 
est la variation totale de f dans (a, x)) elle est au plus égale 
kF(x) — F (a). 

Il est évident que les deux différences p(x ) — p{x — o) 
et n(x ) — n(x — o) ne peuvent être différentes de o en même 
temps, sans quoi, en appelant d la plus petite des deux, les fonc- 
tions p\{x) et n K (x), égales à p(x) et n(x) pour x < x et à 
p(x) — <f , n( x) — d pour x ^ x , seraient des fonctions P et N plus 
petites que p et n. De même les différences/? (x -f- o) — p(x ) y 
n(x -{-o) — n(x ) ne peuvent différer de o en même temps et, 
comme ces différences sont égales deux à deux quand x est point 
de continuité pour/, on en déduit que, pour un tel point, p(x) y 
n{x) et v(x) sont continues. 

Il est facile de voir que la somme, la différence, le produit de 
deux fonctions à variation bornée est à variation bornée ; cela est 
vrai aussi pour le quotient de deux fonctions pourvu que le 
module du dénominateur ne descende pas au-dessous d'une cer- 
taine limite différente de zéro. J'examine seulement le cas du pro- 
duit; en conservant les notations précédentes et en affectant de 
l'indice i les quantités relatives à une seconde fonction, on a 

//i =[/(«)+/>- »] L/i(«) +Pi- »t 1 

= ppi-h nrii-h ptfia) -h pft(a) — [pn { -+- np x -+- n x f(a) -+■ n/i(a)], 

ce qui démontre la propriété et fait voir en même temps que la 
variation totale du produit est au plus égale à 

['-H/(«)IH*i-H/i(«)|]. 
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C'est une expression qui nous servira plus loin; mais nous y rem- 
placerons l'origine a de (a, x) par l'extrémité x, ce qui est évidem- 
ment permis (*). 

5. Nombres dérivés. — On appelle nombres dérivés de la 
fonction continue f au point x, les plus petites et plus grandes 

limites vers lesquelles tendent le rapport - — -. J > quand 

on fait tendre h vers zéro positivement d'une part, négativement 
d'autre part. Ainsi, en chaque point, une fonction continue a 
quatre nombres dérivés finis ou non. Lorsque ces quatre nombres 
sont finis et égaux, f(x) a une dérivée, au sens ordinaire, égale à 
ces nombres dérivés. 

Les fonctions /, qui satisfont à la condition, si connue dans la 
théorie des équations différentielles sous le nom de condition de 
Lipschitz, qui s'exprime par l'inégalité 

I/(*-hA)-/(*)|<*|H 

où k est une constante, ont évidemment leurs nombres dérivés 
bornés; la réciproque est vraie ( 2 ). 

6. Dérivée seconde généralisée. Théorème de M. Schwarz. 
— D'autres généralisations de la notion de dérivée pourraient être 
utiles. C'est ainsi que, pour le n° 37, il y aurait avantage à définir la 

dérivée de/ en x par la considération du rapport ^— —^- 

au lieu du rapport ordinaire ; cela conduit à une définition de la 
dérivée, qui comprend la définition classique comme cas parti- 
culier, mais qui est plus générale puisque, par exemple, elle 
conduit à attribuer une dérivée nulle à -\-\/x' 2 pour x=o. Je 
n'insiste pas sur ce point et j'indique une généralisation plus im- 
portante. 

La dérivée première est définie comme la limite du rapport de 
la différence première de f k l'accroissement de la variable; consi- 

( 1 ) Pour plus de renseignements sur les fonctions à variation bornée voir le 
Tome I de la deuxième édition du Cours d'Analyse de M. Jordan ou le Cha- 
pitre IV de mes Leçons sur l'Intégration et la recherche des fonctions primi- 
tives. 

( 2 ) Voir mes Leçons sur l'Intégration, p. 72. 
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dérons maintenant le rapport de la différence seconde de/ au carré 
de l'accroissement de la variable. Ce rapport s'écrit (*) : 

Vf _ I A* h- h)-f(x)] -f- \/(x - k) -/(x)] 
A* A* 

_ /(x-+- A)-4-/(,r — A) — a/(rr) 

"" A* 

Quand la dérivée seconde ordinaire existe, elle est la limite du 
rapport précédent, pour //. = o ; mais il se peut que cette dérivée 
seconde n'existe pas et que la limite existe. Ce serait le cas, pour 
x=Oj si f était une fonction continue sans dérivée première 
telle que f(h)= — /( — A). On convient d'appeler dérivée se- 

A 2 / 
conde généralisée la limite de —^ » toutes les fois qu'elle existe. 

Remarquons que cette dérivée seconde généralisée est, d'après 

la première forme du rapport -£<> positive ou nulle en tout point or 

où /est maximum; cela va nous servir à démontrer une propriété 
analogue au théorème des accroissements finis : si la fonction f 
a en tout point une dérivée seconde généralisée <p , la quan- 
tité J h<t est comprise entre les limites inférieure et supé- 
rieure de © dans (x — h, x -+- A). 

A* f( x ) 
Il suffira, par exemple, de démontrer que — ' ne surpasse 

pas la limite supérieure de cp. Posons 

t/ x i A*/(^o)/ x , /(#u-»~ A) — f(x — h) , x .. x 

♦ (*)= ~ fc »' (x—Xo)*-h J - ^ {x — Xo)-hJ(x ); 

la fonction continue "k(x)=f(x) — ^l^) s ' annu 'e pour x Q — h r 
Zqi #o-r-/t, donc elle atteint son maximum pour une valeur x f 
intérieure à (x — A, x -\-h); x K pourra, d'ailleurs, égaler x . 
La dérivée seconde d'un trinôme du second degré étant constante, 
on a 

A*Xçr) _ tff(x) _ A»fr(a?) _ A 2 /(.r) A»/(g„) 
£* "~ ** X: 4 ~ A» A* ' 



(') En réalité, si l'on prend les différences à la façon ordinaire, on est conduit 

. f(x-t-2h) -f-/| 
u rapport — — 

équivalente à celle du texte. 



f(x-i-2h)~t-/(x) — 2f(x-hh) . ... ,.,. •• 

au rapport . ., ' qui conduit a une déliniiion non 
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d'où 

AV(y,) _ A»X(y,) , J£/(£e). 
A* ~ A:* "*" /i* ' 

d'après notre remarque la limite du second membre, pour k = o, 

A 3 f( x ) 
est au moins — rr^- > donc on a 

Al 1 

Le théorème est démontré. 

Supposons, en particulier, que cp soit constamment nulle; alors 
A 2 /'(.r ) est constamment nulle. Quels que soient x, x t , A, on a 
donc 

/(* 1 + A) + /(^)-V( £:j= ^ L± ^)=o, 

f(x t )+f(x + h)-*f(?L±£^)=o m 

C'est dire que les deux différences f(x t -\-h) — f{#\) et 
f(x-\-h) — f{&) sont égales ou, en d'autres termes, que f(x) 
s'accroît de quantités égales quand la variable s'accroît toujours 
de la même quantité. D'après un raisonnement bien connu et 
qu'on développe ordinairement à l'occasion du mouvement uni- 
forme on doit conclure de là que /est une fonction linéaire. D'où 
le théorème de M. Schwarz : les seules fonctions continues qui 
ont une dérivée seconde généralisée constamment nulle sont 
les fonctions linéaires. La dérivée d'une différence étant la dif- 
férence des dérivées, on peut encore dire : deux fonctions conti- 
nues dont les dérivées secondes généralisées sont partout finies 
et égales ne diffèrent que par une fonction linéaire. Cela fixe 
le degré d'indétermination du problème qui consiste à chercher 
une fonction connaissant sa dérivée seconde généralisée; ce pro- 
blème sera étudié au Chapitre V. 

7. Ensembles de points. — C'est à l'occasion de la théorie des 
séries trigonométriques (voir n° 61) que M. G. Canlor a commencé 
l'étude des ensembles de points. Je me contenterai de rappeler ici 
un certain nombre des définitions posées par M. Cantor, renvoyant 
pour une étude plus complète à la Note qui termine mes Leçons 
sur l'Intégration. 
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Un point P est point limite de l'ensemble E si tout domaine (*), 
contenant P à son intérieur, contient aussi des points de E. L'en- 
semble des points limites de E constitue le dérivé E'de E. Le dé- 
rivé E" de E' est le second dérivé de E. On forme ainsi une suite 
finie ou même transfinie de dérivés. Si l'un d'eux ne contient 
aucun point, E est dit réductible. 

8. Ensembles mesurables; fonctions mesurables ( 2 ). — Ap- 
pelons intervalle les domaines spéciaux obtenus en assujettissant 
chacune des coordonnées à une inégalité telle que a £ <a7/<;6,. 
La mesure d'un tel intervalle, les axes étant rectangulaires, est par 
définition le produit des différences (6/ — a,-). 

Soit E un ensemble de points tous contenus à l'intérieur d'un 
intervalle 1. Enfermons les points de E dans une infinité dénom- 
brable d'intervalles i et soit a la limite inférieure de la somme des 
mesures des / quand on choisit ces intervalles de toutes les 
manières possibles. Soit [3 la limite analogue relative à l'ensemble 
des points de I ne faisant pas partie de E. Si a 4- [3 est égale à la 
mesure de I, E est dit mesurable et sa mesure est égale à a. La 
mesure d'un ensemble ne dépend ni des axes de coordonnées ni, 
ce qui est la même chose, de la position de l'ensemble par rapport 
à ces axes. 

L'ensemble somme de E et de E, , c'est-à-dire celui qui est formé 
à l'aide des points de E et de E l7 est mesurable si E et E, le sont. 
La mesure de E H- E, est la somme des mesures de E et de E,, 
si E et E 1 n'ont pas de point commun. Ce théorème s'étend à la 
somme d'un nombre fini quelconque d'ensembles et même à la 
somme d'une infinité dénombrable d'ensembles. 

Si l'on considère les ensembles mesurables E,, E 2 , ... en 
nombre fini ou dénombrable, l'ensemble & des points appartenant 
à la fois à tous les E/ est aussi dénombrable ; sa mesure est la limite 
inférieure des mesures des E/ dans le cas particulier où chaque 
ensemble E/ contient les ensembles d'indices plus grands, E /+1 , 
E/ + 2? • . • • 



(*) Il s'agit ici des points d'un espace ayant un nombre quelconque de dimen- 
sions. 

( 2 ) Pour les démonstrations, voir mes Leçons sur l'Intégration, Chap. III 
et VII. 
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A l'aide de ces énoncés on s'assurera facilement que tous les 
ensembles actuellement connus sont mesurables. 

On dil qu'une fonction y d'une ou plusieurs variables, définie 
dans un certain intervalle, est mesurable si, quels que soient a 
et 6, l'ensemble des points pour lesquels ona«< /<[ b est me- 
surable. Les fonctions continues sont évidemment mesurables, 
puisque, pour les fonctions continues, les ensembles considérés 
peuvent être obtenus en formant des sommes d'intervalles. De 
même, les fonctions croissantes sont mesurables, donc les fonc- 
tions à variation bornée le sont aussi, car la somme et le produit de 
deux fonctions mesurables sont des fonctions mesurables; la limite 
d'une suite de fonctions mesurables est mesurable. Démontrons, 
par exemple, cette dernière propriété ; soit y la limite des fonctions 
mesurables f s , f 2 , .... Désignons par E„ l'ensemble des points en 
lesquels on a a <Cfu < b\ E„ est mesurable. Soit E* l'ensemble, 
mesurable, des points communs à E„, E„ +1 , E rt+2 , .... Soit enfin 
E la somme E 1 -f- E 2 -f- . . . ; il est évident que E est mesurable, et 
c'est l'ensemble des points en lesquels on a a <Cf<L b. 

De là résulte, en particulier, qu'une série trigonométrique con- 
vergente ne peut représenter qu'une fonction mesurable; d'ail- 
leurs, toutes les fonctions actuellement connues sont mesurables. 

9. Théorème sur la convergence des séries. — Soit une suite 
y,y 2 , ... de fonctions mesurables, l'ensemble des points où elle 
converge est mesurable. On obtient, en effet, cet ensemble C par 
le procédé suivant. On forme les ensembles E,,^^ à l'aide des 

points en lesquels on a \f„ — fn+p\<-û'> on prend les points 

communs à tous les ensembles E Wî/ , îN , ayant les mêmes indices n 
et N, ils forment un ensemble E //iX ; on forme les sommes E N de 
tous les ensembles E Wî> ayant N pour second indice; on prend 
enfin l'ensemble C des points communs à tous les E N , où N est 
entier. Tous les E,,^ x , E„ 7X , E N , C sont mesurables. 

Ceci posé, soient e p l'ensemble mesurable des points en lesquels 
on a \f p — f\ < £ et C p l'ensemble mesurable des points communs 
à e p , e P +n — L'ensemble mesurable <^-h(^2 — ^i)-f-(^3 — £ 2 )-K.. 
contient £, il est formé d'ensembles sans point commun, donc, en 
prenant dans la série précédente un nombre /i, Suffisamment 
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grand de termes, on a un ensemble somme (qui n'est autre que C p ) 
dont la mesure est au moins égale à celle de £. 

De ce raisonnement général tirons deux énoncés particuliers 
qu'on utilisera plus loin(*). Pour cela remarquons que / est la 
somme de la série convergente /, -+- ( / 2 — /• ) -h 

Pour les points de C„ tous les restes de cette série, à partir du 
n li ' me , sont inférieurs en valeur absolue à e, et tous les termes, à 
partir du /i iè,ne , sont inférieurs en valeur absolue à 2 s. Donc : si 
une série de /onctions mesurables converge en lotis les points 
d'un intervalle, les points de cet intervalle pour lesquels l'un 
des restes, à partir du n ième , n'est pas inférieur à e > o, en va- 
leur absolue, est de mesure aussi petite que l'on veut, à condi- 
tion de prendre n assez grand; ou encore : Soit T, t l'ensemble 
des points en lesquels le n ième terme d'une série de fonctions 
mesurables ne surpasse pas, en valeur absolue, un nombre 
positif 2£ ; s' il existe une infinité d'ensembles T n dont la mesure 
ne surpasse pasr\, on peut affirmer que la mesure de l'ensemble 
des points de convergence est au plus égale à tj. 

10. Définition de l'intégrale. — Soit /une fonction mesu- 
rable; divisons l'intervalle à une dimension ( — 00, -h 00) en une 
infinité dénombrable d'intervalles partiels à l'aide de nombres 
croissants Z 4 (i = o, 1,2, ... d'une part, — 1, — 2, ... d'autre 
part), tels que /, +l — /, ne surpasse jamais r k . Soit a la mesure de 
l'ensemble des points en lesquels on a 

liif<li+i O; 

formons la série infinie dans les deux sens 

Zu li^i = A. 



( ! ) Pour un autre énoncé voir Lebesguk, Sur une propriété des /onctions 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 38 décembre 1904). 

( 2 ) Cet ensemble est mesurable, car il est formé des points qui appartiennent, 
quel que soil l'entier /i, à l'ensemble des points en lesquels on a 



t l --</<t» 
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En général, cette série ne sera pas absolument convergente, mais 
elle le sera toutes les fois que f sera bornée, puisque la série se 
réduit alors à une suite finie; elle sera aussi convergente pour 
certaines fonctions non bornées. A toutes ces fonctions on donne 
le nom de fonctions sommables ; toute fonction mesurable bornée 
est sommable. 

Supposons f sommable et intercalons entre les /,• d'autres 
nombres; la série A sera remplacée par une série analogue A f , 
qu'on vérifiera facilement être absolument convergente, plus 
grande que A et plus petite que A H- 7| x mesure de J = B. Opé- 
rant encore de même on trouve A 2 au moins égale à A,, au plus 
égale à B. En continuant ainsi, de manière à faire tendre vers zéro 
les nombres analogues à Y|, on a une suite de nombres A, A,, 
\->, . . . non décroissants qui tendent vers une limite au plus égale 
à B; cette limite est appelée l'intégrale de y dans I. 

Par le raisonnement classique on vérifie que cette intégrale est 
indépendante des nombres // choisis. Pour le développement de la 
démonstration, je renverrai à mes Leçons sur V Intégration déjà 
citées; on y trouvera aussi les démonstrations d'un certain nombre 
de propriétés qui seront utilisées dans la suite et que je vais 
énoncer. 

La définition de l'intégrale qui vient d'être donnée, et qui est 
la seule adoptée dans la suite, est plus générale que celle à l'aide 
de laquelle Riemann définit l'intégrale des fonctions bornées. 
Toutes les fonctions intégrables au sens de Riemann sont sommables 
et la définition ci-dessus indiquée conduit à leur attribuer la même 
intégrale que la définition de Riemann. 

La définition classique, que nous n'adoptons pas ici, conduit à 
attribuer à une fonction f (x) non bornée autour de x = o, et au- 
tour de ce point seulement, une intégrale dans (0,1) égale à la li- 
mite, si elle existe, de l'intégrale dans (s 2 , 1), quand e tend vers 
zéro. Il importe de remarquer que cette définition peut s'appliquer 
sans que la définition adoptée ici s'applique; la fonction f sin - en J ^ "* v ~ y 

est un exemple. Avec la définition adoptée, sif(x) a une intégrale, 
\f{x) | en a une aussi, ce qui n'est pas vrai nécessairement avec la 

définition classique exemple, f(x) = - sin( - J ; plus générale- 
ment, si y est sommable, et si <p est sommable et bornée, f® est 
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sommable. Cela nous permettra d'affirmer que fcospx et/sinpx 
sont sommables dès que f Test. 

On démontre aussi que / -f- cp est sommable quand f et y le 
sont, et que l'intégrale de la somme est la somme des intégrales. 
Nous utiliserons aussi ce fait que le domaine d'intégration peut 
être divisé en autant de domaines partiels que l'on veut, à condi- 
tion de faire la somme des intégrales étendues à ces domaines. 
On peut même diviser le domaine en ensembles mesurables et faire 
la somme des intégrales étendues à chacun de ces ensembles, en 
entendant par intégrale de f dans l'ensemble E l'intégrale de la 
fonction <p égale à f pour les points de Ë et nulle pour les autres 
points. 

Ce sont les intégrales qui viennent d'être définies que je dési- 
gnerai par les notations classiques 



I fdx, j j fdxdy, 



Relativement aux intégrales multiples, il est utile aussi de savoir 
qu'on peut les calculer à l'aide d'intégrales simples successives, 
comme s'il s'agissait de fonctions continues, toutes les fois que les 
intégrales simples auxquelles on est conduit existent, ce qui ar- 
rive, en particulier, toutes les fois qu'il s'agit d'une fonction 
bornée représentable par une série de fonctions continues, et c'est 
le seul cas que nous rencontrerons ( 4 ). 

H. Propriétés de V intégrale indéfinie. — Je n'ai pas énoncé 
toutes les propriétés de l'intégrale qui seront employées; celles que 
j'ai indiquées suffiront à montrer combien l'intégrale des fonctions 
sommables se rapproche de l'intégrale des fonctions continues. 
Voici maintenant quelques propriétés fondamentales de M intégrale 
indéfinie d'une fonction sommable f d'une seule variable x. 

On appelle ainsi la quantité K -f- / fdx\ cette fonction de x 

J a 

est continue; de plus, comme elle croît moins vite que la fonction 



(') Pour la démonstration voir les n°* 36 à 40 de ma Thèse : Intégrale, Lon- 
gueur, Aire (Annali di Matematica, 1902). 
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\ |/| dx, elle est à variation bornée, et nous avons une 

a 

limite supérieure de sa variation totale (n° 4). 

Une autre propriété fondamentale est la suivante : /"est la dé- 
rivée de son intégrale indéfinie en tous les points, sauf, tout au 
plus, pour ceux d'un ensemble de mesure nulle (§ VI, Chap. VIII, 
de mes Leçons sur V Intégration) ; complétons ce résultat. 

Les points où /(x) — a n'est pas la dérivée de son intégrale in- 
définie forment un ensemble de mesure nulle E(a). Soit £ l'en- 
semble somme des E(a) correspondant aux a rationnels. Soient x 
une valeur n'appartenant pas à C, a un nombre irrationnel quel- 
conque, j3 un nombre rationnel voisin de a. On a 

|l/(*)-*|-|/(*)-PlNlP-«b 
d'où 



! r / l/(*) — *\dx — - ? ■ f \f(x)-$\dx 



Or, d'après nos hypothèses, le second terme du premier membre 
diffère de \f(x ) — fi | de moins de s pourvu que x soit pris dans 
un intervalle (x — A, x H- h) assez petit. Donc on a 



T^7\f. l/^)-*l^-l/(*o)-PI 
7zr^]f l/(*)-*|rf*-l/(*o)-«l 



i IP-«|-h«, 



et, puisque, e et j3 — a sont aussi petits que l'on veut, \f(x) — a | 
est pour x = x la dérivée de son intégrale indéfinie. Ainsi, sauf 
tout au plus quand x appartient à un ensemble C de mesure 
nulle, \f(x) — a | est, pour x = x , la dérivée de son intégrale 
indéfinie, quel que soit a et, en particulier , pour a =f(xç). 
On utilisera plus loin la formule d'intégration par parties : 

f \}vdx = [U(b)V(b) — U(a)V(a)]- f u\ dx, 

dans laquelle U et V désignent des intégrales indéfinies de u et v. 
On verrait en effet, en remplaçant U et V par les intégrales qu'elles 
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représentent, que la formule précédente exprime seulement, dans 
un cas particulier, la possibilité de remplacer une intégrale mul- 
tiple par des intégrales simples successives. 

On admettra facilement aussi que si/(.r) est compris constam- 
ment entre m et M on a, pour a<i 6, 



i(fe— a)< f f(x)dx <M(6 — a); 



si Ton applique cette égalité à (#, a; + A)on voit que Ton a, pour 
l'intégrale indéfinie F de /, 

m < j f < M. 

De même, en intégrant F, on obtient ,T telle que 

$(x-h h) -h $(.r — h) — >i$(x) 



h* 



<M. 



12. Théorème sur V intégration des séries. — Soit une suite 
convergeant dans un intervalle I vers une fonction f et formée 
de fonctions mesurables f, / 2 , . . . toutes inférieures en valeur 
absolue à une constante K>. Soit E„ l'ensemble des points de 1 en 
lesquels quelqu'une des différences \f n + P — f\ est supérieure à e; 
soit e n =l — E„. On a 

/f n +. p dx = f f„+i,dx-{- I f n + [t dx. 

La première intégrale du second membre diffère de / f dx au 

plus de £ multiplié par la mesure de e, n donc au plus de e/, i dési- 
gnant la mesure de I. La seconde intégrale du second membre est 
inférieure en valeur absolue à K multiplié par la mesure m„ de E„ 

et cela est vrai aussi de / fdx. Donc on a 



\ft d *-ft> 



n+pdx 



< 2 Km,, + et; 



et, puisque m„ tend vers zéro et que s est aussi petit que l'on veut, 
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il est démontré que, dans les conditions indiquées, V intégrale 
de f est la limite de V intégrale de /„. 

Si l'on écrit /= /, + (/ 2 — f K ) -h . . . on a un théorème sur l'in- 
tégration des séries qui comprend, comme cas particulier, le théo- 
rème bien connu sur les séries uniformément convergentes. 

Remarquons encore qu'il importerait peu que la suite ne tendît 
pas vers f pour les points d'un ensemble de mesure nulle C, car, 
d'une part, il suffirait de faire rentrer les points de C dans E„ et, 
d'autre part, quelles que soient les valeurs attribuées à y pour les 
points de £, l'intégrale de /restera la même. 

13. Théorème général sur les fonctions sommables. — Ce 
théorème va nous faire connaître une propriété de toutes les fonc- 
tions sommables qui, dans le cas particulier des fonctions conti- 
nues, résulte immédiatement de la continuité uniforme. J'énonce 
ce théorème pour lé cas d'une seule variable : Si f(x) est som- 
mable, V intégrale 

tend vers zéro avec S. 

Remarquons que l'énoncé suppose f définie dans (a, y) plus 
grand que (a, (3) et qu'on doit prendre S au plus égal à y — [3. 
Maintenant on a, /et/ étant sommables, 

J(/, 8)Sa C\f\dx, J(/, 8)£J(/„ 8) -h J (/-/,, 8): 

^9. 



d'où 



j(/, 8)ij(/ 1 ,8)+ 2 y T i/~/ i |^.' 



Ceci posé, si / est assez grand, en appelant/, la fonction égale à/ 

/Y 
\/—/t | dx sera plus petite 

que e, d'où 

J(/,*)*J(/i. *) + *•, 

et il suffit de démontrer le théorème pour la fonction bornée/. 
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Divisons ( — /, -h /) en ip parties égales et soit /x (X prend les 
valeurs — /?, — /? + i, ...,/? — i , yp) la fonction égale à f K pour 

les points où Ton a — < f K < — et nulle ailleurs. Des for- 

mules du début, il résulte que l'on a 

-p a \ -p y 

et comme, dès que /? est assez grand, le second terme du second 
membre est aussi petit que l'on veut, il suffit de démontrer la pro- 
priété pour une fonction, telle que/'x, ne prenant que deux va- 
leurs o et A. 

Soit <p une telle fonction ne prenant que les valeurs o et A. 
Soient E l'ensemble des points où <p diffère de zéro, £ un ensemble 
d'intervalles contenant E et dont la mesure ne diffère de celle de E 
que de r\ au plus; soit £« un ensemble formé à l'aide d'un nombre 
fini des intervalles de £ et dont la mesure ne diffère de celle de £ 
que de y\ au plus. Soient enfin <I> et <ï> 4 deux fonctions égales à A 
pour les points de £ et £ { respectivement et nulles pour les autres 
points. Alors on a 

f | cp — 4>|<*r£|A|7), f |* — *i|<te^|A|iî, 

d'où 

J(ç l 8)<J(*„8)-f-4|Ah, 

et il suffit de démontrer le théorème pour <I>|. Mais <& t n'ayant 
qu'un nombre fini de points de discontinuité on peut trouver <Ê 2 

continue et telle que / |4>, — <£ 2 | dx soit inférieure à s, alors on a 

J(*i, 8)^J(*«, 3)-+- as; 

et, comme le théorème est vrai pour 4> 2 , la démonstration est 
achevée. 



CHAPITRE I. 

DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 
REPRÉSENTANT UNE FONCTION DONNÉE. 



14. Définition des séries trigonomé triques. — Une série tri- 
gonométrique est de la forme 

-a -+- (aicosar -+- b\ sina?) -H («jcossa? -+- b 9 sinaa?)-*-. . ., 

les a et les b étant constants; cette série peut aussi s'écrire 

p -h p!COs(ar - 8^ -h p,cos2(ar — 0j) -+- . . ., 

les p et les 6 étant constants. 

Lorsqu'une telle série est convergente elle représente une fonc- 
tion de x de période 27c; aussi, lorsqu'on s'occupera de la repré- 
sentation d'une fonction f{x) par une série trigonométrique, on 
supposera toujours qu'il ne s'agit de la représentation de f(x) que 
dans un intervalle (a, 27c -j- a) ( * ) d'étendue 27i et l'on modifiera, 
s'il est nécessaire, /(x) en dehors de cet intervalle de façon que 
l'on ait toujours f(x 4-2 7:) = f(x). Cette opération conduira, en 
général, à une fonction discontinue aux points a -h 2 kn; dans les 
cas ordinaires, ces points de discontinuité seront de première 
espèce. 

Si x et Xi ne diffèrent que d'un multiple entier de 2tc, ils jouent 
le même rôle dans les raisonnements, aussi sera-t-il toujours 
presque inutile de distinguera: etx t . Nous écrirons, en emprun- 
tant cette notation à l'arithmétique et à la théorie des fonctions 
elliptiques, x = x K qu'on lira « x est congrue à x K » ; étant sous- 



(*) L'extrémité 21c -h a est exclue. 
L. 
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entendu, sauf indication expresse du contraire, suivant le mo- 
dule 'ATt. 

Si, dans une série trigonométrique, tous les b sont nuls, on a une 
série de cosinus; si tous les a sont nuls, on a une série de sinus. 
Ces séries furent seules considérées au début, mais elles ont l'in- 
convénient de changer de forme si l'on transforme x en x 4- K, 
tandis que cela n'arrive pas pour les séries trigonomé triques com- 
plètes. En d'autres termes, l'origine x = o n'est pas un point 
remarquable pour une telle série tandis que c'est un point jouant 
un rôle spécial pour une série de cosinus ou de sinus. Dans 
le premier de ces deux cas, on a, en effet, pour la somme cp (a?), 
çp(#) = <p( — x); et pour la somme ty(x) d'une série de cosinus 
on a ty (x) = — ^( — .r). Ces deux relations, jointes à l'égalité 
f(x)= <p(x)-\- A(#), permettent de calculer les sommes des séries 
trigonom étriqués de sinus et de cosinus en lesquels on peut décom- 
poser une série trigonométrique complète de somme/*(#), à sup- 
poser ces trois séries convergentes. A cause de ces relations on 
peut soit, comme le fait Fourier, ne s'occuper que de la détermi- 
nation des coefficients des séries trigonométriques de sinus ou de 
cosinus propres à la représentation d'une fonction © (x) ou ty (x) 
de o à 7c, et en déduire les formules (relatives à la représentation 
d'une fonction /(x) dans (o, air) par une série complète, soit 
adopter, comme plus loin, la méthode inverse. 

Les séries trigonométriques sont constamment employées en 
Astronomie et dans certaines parties de la Physique mathéma- 
tique ; on les a utilisées aussi dans toutes les branches des mathé- 
matiques pures, même dans la théorie des nombres. On verra plus 
loin quelques applications géométriques et analytiques immédiates 
de la théorie des séries trigonométriques, mais je dois signaler dès 
maintenant le rapport étroit qu'il y a entre les séries entières et 
les séries trigonométriques. Si l'on fait z = e lv dans la série 

^a -h^ à (a p -ib p )zP, 

on retrouve la série trigonométrique écrite au début de ce para- 
graphe. L'étude des séries trigonométriques est donc l'étude sur 
une circonférence de la partie réelle d'une fonction analytique. 

Si, dans une série trigonométrique, on remplace #par , on a 
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une nouvelle série qu'on appelle ordinairement une série trigono- 
métrique et à laquelle évidemment s'appliqueraient tous nos énon- 
cés moyennant de légers changements (*). 

15. Comment fut posé le problème de la représentation 
d'une fonction arbitraire par une série trigonométrique \' z ). 
— Dans un Mémoire Sur les inégalités du mouvement de Ju- 
piter et de Saturne, Euler, pour la commodité des calculs pra- 
tiques, remplaça des expressions de la forme (1 — ^coso)) - ^ par 
des séries de cosinus ( 3 ). 

Cette transformation paraît avantageuse à Euler, parce que, dans 
les intégrations qu'il a à effectuer, cos/?co va se transformer en 

sin/xo • , 1 1 , . 

— Z—j et la présence de ce dénominateur/?, augmentant la con- 
vergence (d'après Euler), diminuera le nombre des termes de la 
série qu'il faudra calculer pour avoir une approximation suffi- 
sante. 

Euler est donc conduit à la considération de séries trigonomé- 
triques, mais il n'est pas conduit par ses recherches astronomiques 
à se demander si toute fonction est représentable trigonométri- 
quement. Cette question fut posée par Euler en 1763,. à l'occasion 



(') Je laisserai aussi de côlé les séries trigonomélriques qu'on obtient en rem- 
plaçant cospx. si n/747 par cosn x, sin/i x; pétant Tune des racines d'une équa- 
tion transcendante, par exemple de l'équation na = (1 — A<x) tangua considérée 
par Fourier. 

( 2 ) Pour toutes les questions historiques relatives à la théorie des séries tri- 
gonométriques, on consultera avec profit un Essai historique sur la représenta- 
tion d'une fonction arbitraire d'une seule variable par une série trigonomé- 
trique de M. Arnold Sachse qu'on trouvera traduit dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques et astronomiques de 1880. 

( 3 ) Le Mémoire d'Euler, bien qu'il ait remporté le prix de l'Institut en 1748, 
manque à la plupart des collections du Recueil des pièces ayant remporté le 
prix de l'Académie royale des Sciences; on en trouvera la raison dans la Pré- 
face du Tome VII de ce Recueil. M. Patou, auquel j'adresse ici mes remercî- 
ments, a bien voulu aller consulter le Mémoire d'Euler à la Bibliothèque de l'In- 
stitut et m'en analyser le contenu. 

On trouvera des renseignements sur le Mémoire d'Euler dans le Tome II des 
Recherches sur différents points du système du monde de d'Alembert (Paris, 
1754) et dans un Mémoire de Clairaut {Histoire de l'Académie royale des 
Sciences, i^b!\). 
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d'un Mémoire de Daniel Bernoulli Sur les cordes vibrantes (*). 
Écartons de sa position d'équilibre une corde tendue dont les 
deux extrémités sont fixes et abandonnons-la au temps o sans 
vitesse initiale. Soient / la longueur de la corde en équilibre, y le 
déplacement au temps t du point qui est à la distance x de l'ori- 
gine fixe de la corde quand elle est en équilibre. Bernoulli dé- 
montre que la formule 

y = ^ ol p sinp -j- cospkt, 

dans laquelle k est un coefficient dépendant de la corde, fournit 
une solution du problème, et il regarde cette solution comme la 
plus générale possible. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut, fit remarquer Euler, que, pour 
/ = o, la formule donnée, qui se réduit alors à 

puisse représenter la courbe position initiale de la corde. Or, à 
l'époque d'Euler, on distinguait deux espèces de courbes : les 
courbes géométriques, pour lesquelles^ et x étaient liées par une 
relation analytique, et les courbes arbitraires qui correspondaient 
à un trait tracé à volonté (*). Pour Euler et ses contemporains, il 
était certain que la seconde catégorie de courbes était plus vaste 
que la première; or, pour que l'affirmation de Bernoulli fût fon- 
dée, il aurait fallu que la courbe arbitraire, position initiale de la 
courbe, pût se définir analytiquement à l'aide d'une série trigono- 



(') Les travaux d'Euler et de Bernoulli sont imprimés dans les Mémoires de 
l'Académie de Berlin. 

Pour ce qui concerne la discussion sur les cordes vibrantes, on lira avec intérêt 
^Historique que Riemann a placé au début de son Mémoire Sur la possibilité 
de représenter une fonction par une série trigonomé trique {Œuvres mathé- 
matiques de Riemann), ou le Chapitre de la Section I des premières Recherches- 
sur la nature et la propagation du son de Lagrange {Œuvres, t. 1). 

( 3 ) Jusqu'à Euler, on avait complètement banni ces courbes arbitraires des- 
Mathématiques; à l'occasion du problème des cordes vibrantes, Euler avait cru 
pouvoir leur appliquer certaines des opérations du Calcul infinitésimal, mais la 
légitimité de ses raisonnements était généralement contestée. 



DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS. 121 

métrique, c'est-à-dire en somme que toute courbe arbitraire fût 
une courbe géométrique. 

Le cas le plus simple qu'on avait à considérer était celui d'une 
position initiale polygonale de la corde (*). Si l'affirmation de 
Bernoulli était exacte, il fallait qu'une série trigonomé trique 
pût égaler une fonction linéaire dans un intervalle et une autre 
fonction linéaire dans un autre intervalle; ou, si l'on veut, il fallait 
que deux expressions analytiques fussent égales dans un intervalle 
et inégales dans un autre. Tout cela paraissait impossible ( 2 ). 

La question de la représentation des fonctions arbitraires par 
une série trigonométrique fut à nouveau posée par Fourier. Le 
premier problème qu'il traite dans sa Théorie de la chaleur peut 

se ramener au suivant : les deux demi-droites y > o, x = ± - 

sont maintenues à la température zéro, le segment ( > -\ — ) 

est maintenu dans un état de température constant et donné, quelle 
est la distribution de la température, supposée stationnaire, dans 
la portion du plan, homogène et isotrope, limitée par ces trois seg- 
ments de droite? Fourier démontre qu'on obtient une solution du 
problème en prenant, pour la température V, 

V= \a p e-up- l) y cos(ip — \)x, 
et ce sera la solution générale si, en faisant, dans cette formule, 

(*) « La manière ordinaire, pour ne pas dire Tunique, de faire sortir une 
corde de son état de repos, c'est de la prendre par un de ses points et de la 
tendre en la tirant, ce qui lui donne la figure de deux lignes droites qui font un 
angle entre elles. » ( D'Axembkrt, Opuscules mathématiques, t. I, p. 4*î voir 
aussi t. IV, p. i49>) 

( 5 ) Comme on admettait que deux expressions analytiques égales dans un in- 
tervalle sont égales partout, on admettait qu'il suffit de se donner une fonction 
à définition analytique dans un intervalle, si petit qu'il soit, pour qu'elle soit par 
cela même déterminée dans tout son domaine d'existence. D'où le nom de func- 
tiones continuée donné par Euler à ces fonctions. C'est après Cauchy que les mots 
Jonction continue ont acquis leur sens* actuel. 

La propriété qu'Euler croyait reconnaître à ses fonctions continues est celle 
qui caractérise les fonctions analytiques d'une variable complexe. Jusqu'à Weier- 
str.iss, qui fit voir que deux expressions analytiques d'une variable complexe 
peuvent être égales dans un domaine sans être égales partout, on admettait géné- 
ralement que cette continuité euiérienne appartenait à toute fonction de variable 
complexe définie par un procédé analytique. 
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y = o, on peut représenter la loi arbitraire de température donnée 
pour <^x < -• C'est à nouveau la possibilité de représenter 

une fonction arbitraire par une série trigonométrique qui est en 
question. 

Pour le cas le plus simple, celui où V est constant de 

k-> Fourier est ainsi conduit à la considération de la série (C) 

que l'on verra plus loin (n° 21 ) et qui est égale à - f de à — 

et à — - de - à — • De sorte qu'une série trigonométrique peut 

représenter des fonctions discontinues (au sens actuel) et que deux 
expressions analytiques peuvent s'égaler dans un intervalle sans 
s'égaler partout ( * ). 

Nous allons maintenant nous occuper de la détermination des 
coefficients des séries trigonométriques propres à représenter des 
fonctions données. 

16. Formules d'Euler et Fourier. — La méthode classique 
consiste à raisonner comme si la série trigonométrique cherchée 
était nécessairement uniformément convergente, ou du moins 
intégrable (terme à terme) de o à 2ïï, même après multiplication 
par cospx ou sinpx. Alors, en se servant d'identités évidentes, on 
obtient les coefficients de la série cherchée, soit 

f(x) = - a -H «i cosx -h b\ %\wx -+- « 2 cosix -h 6 2 sin'2.r -h. . . , 

en intégrant cette égalité de o à 271 après l'avoir multipliée terme à 
terme par cospx ou sinpx (p entier positif ou nul). Cela donne 

a n — - ! f(&) cos/ia? dx, b n =- I f(x) sixinx dx; 
ces formules, dans lesquelles l'intervalle (o, 27c) peut être rem- 



(') C'est parce que les fonctions définies analvtiquemcnt peuvent ne posséder 
ni la continuité eulenenne, ni la continuité ordinaire, que l'on renonce en général 
maintenant à définir les fonctions par les expressions analytiques. 

Ici, j'ai adopté la définition de Riemann : y est fonction de x quand, à x arbi- 
traire, correspond une valeur bien déterminée de y. 
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placé par l'intervalle (a, 27t + a), sont connues sous le nom de 
formules d' Euler et Fourier. Riemann croyait qu'elles étaient 
dues à Fourier; en réalité, Eu 1er les avait démontrées antérieure- 
ment par le procédé que je viens d'indiquer (') pour le cas d'une 
série de cosinus. Pour ce cas et pour celui d'une série de sinus, si 
l'on pose 

f(x) = - a -+- 2^ CL,i cosn x ou f(&) = s. ft« sin/ia?, 

les formules précédentes deviennent, en tenant compte de la 
remarque du n° 14, 

% n = - I f (x)cos ni: dx, P« = - / /(x)sinnxdx (*). 

17. Formules d'interpolation. — L'une des méthodes qu'a 
employées Euler pour calculer les coefficients a w conduit à des 
formules d'interpolation trigonomé trique intéressantes. Cette mé- 
thode n'est pas rigoureuse, elle suppose que la série ^a„ est abso- 
lument convergente. 

Dans la formule f{x) = - a -t-^ftp cos/>.r, faisons successif 



(•) Nova Acta Akad. Petropolitfunœ, t. XI, année 1793, Volume paru en 1798. 

(-) Voici quelques indications historiques: Dans son Mémoire rie 1748, Euler 
donne l'expression de a n à l'aide de séries (voir n° 18). Euler donne de plus, 
sans démonstration, des expressions approchées de a et a, qu'il avait très pro- 
bablement obtenues par la méthode qu'il a fait connaître en 1798, dans le 
Tome déjà cité des Nova Acta, en même temps que la formule générale du texte 
qui fournit a M . 

Avant l'apparition des Mémoires d'Euler (datés du 26 mai 1777), on trouve la 
formule qui dounc a à la page 66 du Tome II des Recherches de d'Alembert sur 
différents points du système du monde (1754 ). La formule générale qui donne a n 
se trouve dans un Mémoire de Clairaut (daté du 9 juillet 17^7), publié en 1759 
dans V Histoire de l'Académie royale des Sciences, année 1704. 

I ne formule fort voisine de celle qui donne (à M se trouve dans un Mémoire de 
Lagrange, paru de 1763 à 1765 (page 553 du Tome I de ses Œuvres complètes). 

Enfin, les formules qui donnent a ;i , jà M , a w , b n se trouvent dans la Théorie ana- 
lytique de la c/ialeur, par Fourier (Art. 211) et suiv.)- Fourier avait d'abord 
fait connaître ses résultats par une Note communiquée à l'Académie des Sciences 
le 21 décembre 1807. 

bans les paragraphes suivants, les méthodes qui ont été employées par ces 
géomètres se trouvent indiquées. 
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vement x = o, -> 2 -> ..., (/i — i) - et ajoutons les résultats. Le 

coefficient de ol p sera la somme des cosinus des arcs se terminant 
aux sommets d'un polygone régulier. Par suite ce coefficient est 
nul, sauf si tous les arcs ont même extrémité, ce qui exige que p 
soit divisible par in (*). Nous avons donc 



ï2/('ï)-:-*2 



7 = 1 



avec nos hypothèses* il est légitime de négliger la série du second 
membre dès que n est assez grand, et l'équation précédente fournit 
une valeur approchée de a . 

De même partons de la formule 

/(x)coszx = -a coszx h- 2 u aL '' cos P x cos zx 

= - «o cossar H ^. a /> cos(/> -+- z)x -+- a p cos(p — z)x; 

faisons y # = o, -> •••> (n — % i) - et ajoutons. Pour z <C n 



on 



(*) Cela peut aussi se vérifier à l'aide des formulée qui donnent les sommes de 
sinus ou de cosinus d'arcs en progression arithmétique 

P — '" sin (a H z)sin z 

> sin(a -+- pz) — > 



/>=o 



i 
sin - z 



ila-\ s je 

\ cos (a -\- pz)= 



p = f cos(a H- — s )cos z 



sin -z 

2 



la seconde donne, en particulier, une formule qu'on utilisera plus loin 

sin (m H — jz 



P = n 
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trouve 

n — 1 oo 

^2^Vn) COS ^^ =a2+ 2 (a2 ' 7 ' l ~ s ' f " aî<7 '^ ); 

formule d'où l'on tire une valeur approchée de a z . 

Ces valeurs approchées seraient rigoureusement exactes si tous 
les coefficients, à partir de a„, étaient nuls. Donc, si l'on pose 



i=n — i p= n — i 



la fonction ®(x) égale f(x) pour x = o, -» •••> (/i — i) -• Cette 

formule d'interpolation trigonométrique est due à Clairaut qui 
a remarqué, de plus, qu'en faisant croître /i, t! tend vers la valeur & p 
définie par les formules du paragraphe précédent. 

On peut traiter de même le cas d'une série de sinus; cela con- 
duit à poser 



p = n- 



i=l ,,=t 

la fonction ty(x) ^ lnsl définie égale f{x) pour x = —, a-> •••> 
(/i — i)-- Cette formule d'interpolation est due à Lagrange. 

On a parfois considéré comme évident que cp ; x) et if{x) tendent 
vers f(x) quand n augmente indéfiniment; cela n'est nullement 
certain et il se pourrait que, pour certaines fonctions /(#), les 
fonctions y(x) et ty(x) ne s'approchent pas indéfiniment de 
f(x) (*). Je me contente de signaler cette question et je termine 
ce paragraphe en indiquant quelques formules d'interpolation tri- 
gonométrique. 



( l ) C'est ainsi que MM. Runge et Borel ont montré récemment que la formule 
d'interpolation ordinaire de Lagrange ne permettait pas, dans tous les cas, 
l'approximation indéfinie des fonctions continues (voir la Zeitschrift fur Math, 
und Physik, t. XL VI, p. 229 et les Leçons sur les fonctions de variables réelles 
de M. Borel, p. 75). 
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Supposons qu'on veuille trouver une série trigonométrique 
limitée égale à/(#) pour x = x K , x = x 2 , . . . , x = x n . Alors on 

pourra prendre '/(#) = £.Pi(x)f(xi)i P<(#) étant une série tri- 
gonométrique limitée nulle pour toutes les valeurs x t1 x 2 , • • • > x n 
sauf pour x t où elle doit se réduire à i . On peut prendre, par 
exemple, P|(x) égale à Tune des quantités 

(sina* — sina* 8 ) (sina- — sin a\-, ). . . (sina? — sinar,, ) 
(sina7 t — sin A;) (sin ^! — sin #3). . . ( sin.r, — sin a:,») 

sin(a? — Xi) sin(.r — x 3 ). . .sin (a? — x„ ) 
sin (a?, — x i )sin(x l — x 3 ). . .sin (a:!— a?,») 

Bien entendu les xi ne peuvent pas être absolument quelconques; 
il ne faut, par exemple, avec Tune ou l'autre forme de P, (x), que 
l'on ait 

Xi = Xî-h 27T. 

Quand on a trouvé une série trigonométrique limitée répondant à 

la question, on peut évidemment en avoir d'autres. Par exemple, 

\( x) 
on peut multiplier P< (x) par r-j — y pourvu que ce soit une série 

trigonométrique limitée et que X(,r) soit différent de zéro; pour 
x K ^ o, on pourrait prendre X(#)=sinx. On peut ajouter à la 
série trouvée une série de même nature s'annulant- pour tous 
les xi, par exemple 

4» (x) sin (a? — x x ) sin (a? — x % ) 

f(x) 
On peut aussi appliquer la formule à ~ — - et multiplier le résultat 

obtenu par z(x), z(x) étant une série trigonométrique limitée ne 
s'annulant pas pour les valeurs considérées de x (' ). 

18. Méthode de Fourier. — Fourier cherche à déterminer 
les ftp de façon que l'on ait /(x) =^V ft p s'mpx, /(x) étant une 
fonction donnée par sa série de Taylor. Il admet pour cela que 

(*) Cet artifice est dû à Lagrange (voir l'endroit cité de ses Œuvres). 
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l'on peut différentier indéfiniment terme à terme le second membre 
et il égale les dérivées de /calculées pour x = o k l'aide de la série 
entière d'une part, à l'aide de la série trigonométrique d'autre 
part. Pour que cela soit possible il faut évidemment que/ et toutes 
ses dérivées d'ordre pair soient nulles pour x = o; aussi Fourier 
prend-il f{x) sous la forme 

Les A sont connus, les |3 sont inconnus et l'on a pour les déter- 
miner une infinité d'équations, obtenues par le procédé indiqué, 
et qui sont de la forme 

(a) A,,= pi-f-2^p î +3A>p,-+-4^p v - h ..., 

p étant un nombre impair quelconque. Pour tirer jâ r de ce système 
infini d'équations à une infinité d'inconnues ( ' ) Fourier limite le 
système aux m (m>r) premières équations dans lesquelles il 
annule toutes les inconnues, à partir de P„ i+1 . La résolution de ce 
système fournit pour (â r une valeur jâ'" dont Fourier cherche la 
limite pour m infini. Ce mode de résolution prête à bien des 
objections : d'abord il n'est pas évident que la limite des (â™ soit 
une solution, puis il n'est pas évident que cette limite soit la seule 
solution. Comme je n'essaierai pas de rendre rigoureuse la méthode 
de Fourier, j'emploierai un procédé de résolution peut-être plus 
critiquable encore, mais plus rapide : le procédé des coefficients 
indéterminés (-). 

Si nous ajoutons les équations (a) multipliées respectivement 
par des facteurs ) H , X 3 , X 5 , . . . , on aura 

p,.= XjAi-f-XsAsH-XgAj-h..., 



(*) Relativement à de pareils systèmes d'équations on pourra consulter des 
travaux de MM. Poincaré {Bull, de la Soc. math, de France, t. XIII et XIV), 
Borel {Annales de l'École Normale, année 1890), von Koch (Act. Math., t. XV 
et XVI), Cazzaniga {Ann. di Mat., années 1897 el ^o^). 

( 2 ) Il parait d'ailleurs bien difficile, sauf peut-être pour le cas particulier où / 
a la période 2it, de rendre rigoureux le procédé qu'emploie Fourier pour déter- 
miner les p; pour le cas simple où /=.a?, ce qui est le premier des exemples de 
Fourier, les séries qui figurent dans les équations (a) sont divergentes. 
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à condition que l'on ait, pour q entier positif différent de r, 

o = X! g -+- X-, q* -+■ \ 6 q* -h . . . 
et 

i = X t /• -+- X 3 r 3 -+- X 5 r 5 -+- 

La fonction 

hi(x) = \ x x -+- X^-h X 6 J? 5 -h. . . 

doit donc être une fonction entière impaire, nulle pour x entier 
différent de ± r, égale à i pour x = 4- r. On peut prendre 

. 2rsin7ta? 

- fc =ï= i [ — •(S-i)*-(S-iS*i) 

D'où, puisque A,, égale f ip) (o) au signe près, 

p-^'-^[/'(«)+/»<.)(i-;-i) 

*/•<•>(* -Àïf--*)—]- 

Fourier ordonne la quantité entre crochets suivant les puissances 
croissantes de -; les coefficients de ces puissances se calculent par 
la formule de Taylor et Ton a 



(*) Si l'on n'apercevait pas cette forme particulière de w(a?) répondant à la 
question on pourrait former la fonction entière <•>(#), connaissant ses zéros, à 
l'aide de la méthode de Weierstrass; on serait ainsi conduit à la fonction <*(&) 
choisie dans le texte. Mais il est bien évident que cette fonction n'est pas la 
seule qui satisfasse aux conditions imposées à w(x), son cube y satisferait tout 
aussi bien; aussi la méthode de résolution du texte est-elle très critiquable. Au 
sujet «»e l'indétermination qui se rencontre ici, voir une Note de M. Borel Sur 
l'interpolation (Comptes rendus, mars 1897) et son Mémoire Sur les séries 
divergentes (Annales de l'École normale, 1899, p. 8a). 
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Pour calculer la quantité entre crochets, on remarque qu'elle 
égale s(tz)i en posant 

s(x) = f(x) - ± /">(*) + ^ /(*>(*) +. ... 

Une double différentiation montre que l'on a 

i d*s .. . 

équation linéaire dont l'intégrale générale est 

s = a cosrx -f- b sinrx -+- r sin rx f f{x) cosrx dx 
— r cosrx I f(x) sin rxdx, 
a est nul, car s doit être une fonction impaire; de sorte que, pour 



it)=( — i) r - 1 r y f(x)sinrxdx 1 



et, par suite, on trouve pour |3 r l'expression classique. 

La méthode de Fourier est intéressante surtout à cause de 
l'ingéniosité des transformations qu'effectue Fourier. La première 
méthode d'Euler, dont il a été parlé au n° 15, permet aussi d'ob- 
tenir la formule classique par des transformations analytiques. 

Soit la fonction 

f(x) = N A^ cos/'a? ; 
transformons-la à l'aide de l'identité 

2/»- 1 cosPx = cospx -+- C p COS(/> — 'l)X-±- C| cos(/> — 4)x -h. . ., 

le second membre étant continué jusqu'au terme en cos# ou au 
terme constant. Ordonnons le résultat obtenu par rapport aux diffé- 
rents cosinus, nous obtenons une série trigonométrique de cosinus, 
le coefficient de cospx étant 

^U-f-* A.p-4-J *-«D-l-i A/, 



* P - 



•lP-l 2/*-»- 1 7.P+* 
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Ce résultai est dû à Euler; pour transformer l'expression de <x p 
nous remarquerons que l'identité indiquée entraîne 






« 1^- 



cos? x cos p x dx = O OU r G * 



la première forme convient au cas où q est plus petit que p et au 
cas où q — p est impair, la seconde forme convient aux autres 
cas. De là résulte que l'on a 

0L P = - \^k f/ I costfa? cospx dx = - j f(x) cospx dx^ 

pourvu que la série \ A^cos/'r soit convergente dans (0,271). 
a s'obtient par un procédé analogue. 

19. Séries de Fourier. — Les méthodes du numéro précédent 
ne s'appliquent que dans des cas très particuliers; dans les cas 
où les méthodes du n" 17 s'appliquent, celles du n° 16 s'ap- 
pliquent aussi. C'est donc ce n" 16 qui nous fournit le résultat le 
plus général, mais il ne répond cependant pas à la question que 
nous nous étions posée : quelles sont les séries trigono métriques 
propres à la représentation d'une fonction donnée. Nous revien- 
drons sur ce problème au Chapitre V; les Chapitres II, III et IV 
seront consacrés à l'étude des séries trigonométriques remar- 
quables dont les coefficients sont donnés par les formules d'Euler 
et de Fourier, séries auxquelles, suivant l'habitude, nous donne- 
rons le nom de séries de Fourier. 

Pour éviter toute confusion, il importe de bien se rappeler le 

sens qu'on est convenu de donner au signe / (n° 10). Pour 

qu'une fonction admette une sérié de Fourier, il faut et il suffît 
qu'elle soit sommable, auquel cas /et \f\ ont une intégrale. La 

fonction - sin-> par exemple, n'a pas de série de Fourier, bien 

qu'avec la définition ordinaire de l'intégrale, définition que nous 
n'avons pas adoptée, elle ait une intégrale. Les séries qu'on obtien- 
drait en donnant aux intégrales qui figurent dans les formules 
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d'Euler et Fourier un autre sens que celui qui a été adoplé ici, je les 
désigne par le nom de séries de Fourier généralisées. Je ne m'en 
occuperai pas; non pas parce que ces séries sont moins intéres- 
santes que les autres, mais parce que je n'aurais presque rien à en 
dire(<). 

J'exprimerai la correspondance entre une fonction et sa série de 
Fourier par la notation 

f(oc) ~ - a -h («! cos.r -h b\ sinrr) -h (a ± cos'ix -h b t sinsa?) -h. . ., 

empruntée à M. Hurwitz et qu'on peut énoncer : f(x) a pour 

série de Fourier la série -a Q -\- (a { cosx -f- b K sinx) -f- 

Rien, dans ce qui précède, ne nous permet d'affirmer que le 
signe r^j peut être remplacé par le signe = pour toutes les fonc- 
tions qui ont une série de Fourier ( 2 ); nous rechercherons dans 
les Chapitres II et 111 des conditions sous lesquelles la série de 
Fourier d'une fonction f est convergente et représente f. On a 
parfois prétendu prouver la convergence des séries de Fourier par 
des arguments physiques ; par exemple, on a dit : une fonction f(x) 
de période itz et continue peut être considérée comme définissant 
la position au temps x de l'extrémité d'une lame vibrante. Cette 
lame rend un son qu'on peut décomposer en sons simples (un son 
fondamental et ses harmoniques) qui correspondent à des mou- 
vements pour lesquels /(x) seraient remplacés par des fonctions 



(*) X l'occasion du sens à donner au signe / dans les formules d'Euler et 

Fourier, la notion de l'intégrale a éié précisée par Clairaut, Fourier, Dirichlet, 
Riemann. 

( 2 ) Gela a été cependant admis parfois. Par exemple, bien qu'il parle à certains 
endroits de la nécessité de démontrer la convergence des séries trigonométriques 
qu'il forme, Fourier semble admettre que toute fonction qui a une série de Fourier 
peut être représentée par cette série. Avant lui, Clairaut écrivait au sujet de la 
méthode de détermination des coefficients indiquée au n° 17 : « Un avantage de 
la formule précédente, c'est l'universalité de la construction qu'elle donne; elle 
est telle qu'on peut l'appliquer à des fonctions de t beaucoup plus compliquées 
que celles que l'on a traitées jusqu'à présent. Dans les cas où la loi de la fonc- 
tion ne sera pas même donnée algébriquement, dans ceux où la courbe qui 
l'exprime ne seroit donnée que par plusieurs points, notre manière de résoudre la 
série s'appliqueroit avec autant de facilité. » 
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de la forme p p cosp(x — h p ). Donc f{x) est une somme de telles 
fonctions. 

11 est évident que cet argument ne peut remplacer une démon- 
stration mathématique. D'ailleurs, et cela infirme tout essai de ce 
genre, il existe des fonctions continues non développables en 
série trigonométrique ; cela résultera des Chapitres IV et V (*). 



(') Dans un Mémoire de M. Boussinesq {Journal de Liouville, 1881) on trou- 
vera d'autres arguments e» faveur de la convergence des séries de Fourier. 
Je signale la méthode employée au paragraphe I de ce travail; quand on la 
développe rigoureusement comme Ta fait M. P. Staekei {Nouvelles Annales de 
Mathématiques, 1902), cette méthode, qu'on peut rattacher à un théorème de 
Riemann [voir Lebksgue, Sur les séries trigonomé triques {Annales de l'École 
normale, 1903)], est susceptible de conduire à une démonstration de la conver- 
gence des séries de Fourier, valable dans des cas étendus et qui est la plus 
simple et la plus intuitive que je connaisse. 



CHAPITRE H. 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES DE FOURIER. 



I. — Sommation de séries trigonométriques. 

20. Généralités. — Lorsqu'une série tri g ono métrique est donnée 
par la loi de ses coefficients, on ne sait pas, en général, recon- 
naître si elle est convergente et encore moins calculer sa somme. 
Mais, lorsque la loi des coefficients est très simple, ce qui arrive 
fréquemment dans les applications, on peut parfois calculer la 
somme de la série à l'aide d'artifices qu'il est bon de connaître et 
qui ont permis de sommer bien des séries trigonométriques avant 
les recherches générales sur les séries de Fourier. Ces artifices 
manquent de rigueur; il serait souvent facile de compléter les 
raisonnements, mais cela est tout à fait inutile, car, lorsque ces 
artifices nous ont fait prévoir que la série trigonométrique donnée 
représente probablement telle fonction f{x), nous pouvons vérifier 
que cette série est la série de Fourier def(x) et, par conséquent, 
nous pouvons appliquer les caractères de convergence qui seront 
donnés plus loin. 

21. Procédé d'Euler et de Lagrange. — Je prends comme 
exemple la série (C) 

(G) cosa? — - cos3a? -h - cosSa? — .... 

Cette série est la partie réelle de )a série (Z) 

3 3 Z 5 Z 1 

(Z) ,__ + ___ + ..., 

l. a 
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quand on y fait z = e ix \ alors la partie imaginaire de (Z) est (S) 
(S) sin.r — - sin \x -\- - sin r )X. . . . 

Or on reconnaît la série (Z); c'est celle qui représente la déter- 
mination de arc tang 'Z, holomorphe dans le cercle | z | < i , qui est 
nulle pour z = o. 

Si l'on ne se rappelait pas ce que représente (Z), il suffirait de 
dériver la série (Z) pour retrouver sa valeur : 

JÇ Z dz i C z dz i C z dz i tJ i-\-iz 
] r = - / . H / . = JL 7— 
1-4-2* 'lj l+Zl 2,/ l—Zl A^l—lZ 

i \ I i -+- iz I . f / i -f- iz \ . ~]( 

= ' J :— -H M ai £ ( — H- 1 kit [ , 

en désignant, suivant l'habitude, par | a| etarga le module et l'ar- 
gument de a. Comme il s'agit de la détermination holomorphe 
dans le cercle | z \ < i , on doit prendre k = o. Pour z = e ix , on a 



x 

i — tanc - 

i -h iz . cos:r . •>. 

r- = i : = i = i tan g 

i — iz i -h sin x x ° 

i -+- tan»; - 



. ic * „ T ^ a" 1 I 

arc tang* = ± - — - J v tang - — - ; 

dans cette formule on doit prendre -h 7 ou suivant que 

tang ( - — - j est positive ou négative. 

En définitive, nous trouvons que (C) représente -f- - dans 
( — 7> -h ; ) et — ^ dans ( ~, -^j; pour x = ± - (C) a évidem- 
ment une somme nulle. Quant à (S), sa somme peut toujours 



s écrire 



K tangî (I^) ; 



pour x = ± - la série est divergente. 

Cette méthode est celle que l'on emploie le plus souvent dans la 
pratique; elle s'applique à toutes les séries trigonométriques qui 
correspondent aux séries entières que l'on sait sommer, par 
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exemple à celles qu'on déduit par des dérivations, des intégrations 
ou des changements de variables, des progressions géométriques, 
des séries exponentielles, des séries hypergéométriques. 

Lagrange, qui, avec Euler, l'a employé l'un des premiers, pré- 
sente cette méthode autrement ( * ). 

Pour sommer la série (C), Lagrange y eût remplacé cosnœ par 

çinx _^_ ç—inx 

> il aurait été ainsi conduit à calculer la demi-somme 

i 

des valeurs de (Z), pour z = er 1 '*. 

Que l'on donne à la méthode l'une ou l'autre forme, elle n'est 
rigoureuse que si l'on a étudié, pour | z \ = i, la série qui joue le 
rôle de (Z). On n'étudie guère dans les Cours la série (Z) que 
pour | z | <[ i ; aussi notre méthode de sommation appliquée à (G) 
et (S) n'est pas entièrement légitimée. Dans ce cas particulier 
elle conduit à un résultat exact; mais, dans d'autres cas, elle peut 
conduire à des résultats incorrects; c'est ainsi que Lagrange écri- 
vait l'égalité 

i 

o = - -+- cos x -+- cos i x h- ... , 

alors que la série du second membre est divergente, comme on le 
voit en calculant la somme de ses a premiers termes ( 2 ). 

22. Procédé de F ourler. — Quand on a sommé une série 
trigonométrique, on en déduit par des intégrations et des dériva- 
tions de nouvelles séries qu'on sait sommer. Je n'insiste pas sur 
ce procédé; il manque de rigueur parce qu'une série trigonomé- 
trique n'est pas, en général, dérivable terme à terme (n° 54). 

Pour le cas de (C) Fourier a employé un procédé intéressant, 
qu'on peut utiliser dans d'autres cas. 

Soit S m la somme des m premiers termes {m impair), on a 

dS m . or • n siwzmx 
—. — = — smx -+- sin3# — sin5# -h. . .-+- sin(2/n — \)x = > 

dx 2COS3? 



(*) Voir son premier Mémoire : Sur la nature et la propagation du son 
.(Œuvres, t. I, p. 109). 

( 2 ) Il faut remarquer que, si ta méthode peut conduire à attribuer une somme 
à une série divergente, elle ne peut jamais conduire à attribuer une somme 
inexacte à une série convergente; cela résulte d'un théorème d'Abel qui est rap- 
pelé un peu plus loin (n° 25): voir aussi ( n* 31). 
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d'où 

~ r sin'2 mx 



-u 



dx. 



Intégrons plusieurs fois de suite par parties en considérant 
sxnzmx dx ou cos2mx dx comme une dérivée; nous rencontre- 
rons des difficultés provenant de ce que cos.r s'annule, nous ne 
nous en préoccuperons pas et nous trouverons que 2 S™ égale une 
constante plus la somme des premiers termes de la série 

cosama? sec x h — - — - sina/arr sec x H — - — - cosimx sec x -f-. . . 7 

où les accents indiquent des dérivées, plus une intégrale complé- 
mentaire. Fourier admet que cette intégrale complémentaire tend 
vers zéro, quand on prend de plus en plus de termes; il admet 
donc que la série précédente représente S, w . Or, quand on y fait 
m = 00, elle se réduit à une constante, la somme de (G) est donc 
indépendante de x. 

Les valeurs exceptionnelles x =± - sont évidentes; il suffit 
alors de voir à quoi se réduit la série pour x = o ou ïï pour en 
conclure que ( C) égale -f- - dans f — 7 » 7 ) et — j dans ( - , 3 r ) • 

La méthode de Fourier est sujette à bien des objections, et il 
ne serait peut-être pas très difficile d'imaginer des exemples où 
elle conduirait à écrire une égalité inexacte, mais il ne faut pas 
oublier que, comme la méthode précédente, elle a permis, avant 
les recherches générales sur les séries de Fourier, de sommer les 
séries trigonométriques les plus simples, celles qui sont au- 
jourd'hui encore les plus importantes pratiquement. La série (C) 
a été sommée pour la première fois par Fourier. 

On trouvera d'autres sommations intéressantes dans le Mémoire- 
d'Abel Sur la série du binôme (Journal de Crelle, t. 1). 



II. — Étude élémentaire de la convergence. 
23. Principe de la méthode, — Pour que les séries de Fourier 
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puissent servir à la représentation des fonctions continues, il faut 
que, une série trigonométrique étant donnée, il y ait tout au plus 
une fonction continue admettant cette série pour série de Fourier. 

Il est bien clair, en effet, que, si deux fonctions continues diffé- 
rentes avaient la même série de Fourier, elles ne pourraient être 
toutes deux égales à la somme de cette série, et cela quel que 
soit le procédé employé pour attacher une somme unique à la 
série, que ce soit le procédé ordinaire ou tout autre procédé de 
sommation. Nous nous assurerons tout d'abord qu'une fonction 
continue est déterminée par sa série de Fourier. 

Ceci fait, il nous suffira de rechercher à quoi l'on peut recon- 
naître qu'une série trigonométrique, donnée par la suite de ses 
coefficients, est uniformément convergente, et dans quels cas les 
conditions ainsi obtenues sont remplies par la série de Fourier 
de f. Lorsqu'on se trouve dans l'un de ces cas, la fonction con- 
tinue y est représentable par sa série de Fourier; nous savons, en 
effet, qu'une série trigonométrique uniformément convergente est 
la série de Fourier de la fonction continue qu'elle a pour somme, 
cette somme ne pourra être différente de f. 

24. Détermination d'une fonction par sa série de Fourier. 
— S'il existait deux fonctions continues différentes ayant la 
même série de Fourier, leur différence serait une fonction con- 
tinue non partout nulle et dont la série de Fourier serait iden- 
tiquement nulle; il faut démontrer que ces conditions sont incom- 
patibles. En d'autres termes : il faut prouver qu'il y a contradiction 
à admettre à la fois que/(.r) est une fonction continue non partout 

nulle, et que l'intégrale / f(x)<p(x)dx est nulle quand ®(x) 

égale cospx ou s'mpx, quel que soit l'entier /^, positif ou nul. 

De la première hypothèse il résulte que, dans (o, 2 7t), on peut 
trouver un intervalle (a, b) dans lequel \f\ surpasse un nombre m 
non nul. Nous supposerons que/est positive dans (a, 6), ce qu'on 
réaliserait au besoin en changeant/' en — /. De la seconde hypo- 
thèse il résulte que l'intégrale considérée serait aussi nulle si l'on 
y remplaçait ®(x) par une suite finie de Fourier (*) ou encore, ce 

(*) C'est-à-dire une série trigonométrique limitée. 
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qui revient au même, par un polynôme quelconque en cos;r. Pre- 
nons 

a — b 



I a + b\ 

çp = <]>", ^ = l -f- COS ( X J — 



cos 



ty est supérieure à i dans («, b); dans (o, a) et (6, 27t), |^| est 
inférieure à i. Quand on fait augmenter indéfiniment l'entier n, 
© croît indéfiniment dans tout intervalle (a, j3) complètement 
intérieur à («, A), et, comme dans (a, b) /surpasse m, la contri- 

! fv dx augmente 



indéfiniment. Au contraire, la contribution de (o, à) et (6, 2ir) 
dans la même intégrale est toujours, en valeur absolue, inférieure 
à (arc — 6-f-a)M, si le module de f ne surpasse jamais M; il 

~21t 

est donc impossible que / f®dx soit nulle quel que soit n. 

Deux fonctions continues différentes ont des séries de Fourier 
différentes. 

En poursuivant le raisonnement, on verrait que deux fonctions 
ne peuvent avoir la même série de Fourier que si elles diffèrent 
seulement aux points d'un ensemble de mesure nulle; il est d'ail- 
leurs évident que, dans ce cas, les deux fonctions ont effective- 
ment la même série de Fourier. Cette généralisation sera obtenue 
incidemment plus tard, mais on peut observer que ce qui précède 
suffit pour démontrer que deux fonctions, n'ayant qu'un nombre 
fini de points de discontinuité et qui ont la même série de Fou- 
rier, ne diffèrent qu'en certains de leurs points de discontinuité. 



25/ Ti 



v ransformation d'Abel. Théorème de la moyenne. — 
Le terme général d'une série trigonométrique de sinus ou de 
cosinus se présente sous la forme d'un produit de deux facteurs. 
Il en est de même, pour le terme général d'une série entière et de 
bien d'autres séries; aussi est-il utile d'avoir des renseignements 
généraux sur les séries de la forme 

U V -h UiVi-\- M 2 i> 2 -|- 

On peut, évidemment, affirmer la convergence absolue d'une 
telle série quand, la série Sw, étant absolument convergente. 



v 
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|e/| est bornée, c'est-à-dire quand |t>/| est, quelque soit i, infé- 
rieure à un nombre fixe N. 

S'il s'agit d'une série à termes variables, on pourra affirmer la 
convergence absolue et uniforme quand |t>/| sera uniformément 
bornée, ce qui veut dire que N doit être indépendant de i et des 
variables, si, de plus, la série 2 | u t <| est uniformément conver- 
gente; ou bien quand vi tend uniformément vers zérj pour 
/ croissant indéfiniment, et que, de plus, 2| w\ est convergente, sa 
somme étant uniformément bornée (je dirais simplement 2|i//| 
est uniformément bornée). 

Aces cas de convergence évidents on peut en ajouter d'autres 
obtenus par l'emploi d'une transformation qui semble avoir été 
utilisée tout d'abord par Euler, et dont l'importance a été bien 
mise en évidence par Abel, d'où le nom de transformation 
a" A bel qu'on lui donne généralement. Posons 

7 p =p„+^ + ... -t-i^, ui = M/-H, -h lui ; 
on a l'identité évidente 

M fo+Wi» , i + ...+ ««f,j= Aa <*o ■+■ A"! <ii -+- . . . -h Aa,i_ t <j n _, -f- u n a n , 

qui transforme une somme de n -+- i produits en une somme ana- 
logue. Si l'on faisait jouer aux <r le rôle des v, aux lu le rôle des // ; 
et, si l'on rangeait en ordre inverse les termes du second membre, 
la transformation d'Abel, qui vient d'être indiquée, permettrait de 
repasser du second membre au premier. 

Si Ui*i tend vers zéro avec -> la série proposée Sci/t*/ sera 

convergente en même temps que la série 2 Au/?/, que lui fait cor- 
respondre la transformation d'Abel; si M/07 tend uniformément 
vers zéro, de la convergence uniforme de l'une on pourra conclure 
à la convergence de l'autre. En appliquant à 2 Ai//?/ les condi- 
tions de convergence déjà trouvées on a pour 2 w/t>/ de nouveaux 
cas de convergence que j'énonce : 

La série 2u<o; est convergente si <t,m, tend vers zéro, si |t>/| est 
bornée et si, de plus, 2Aw/ est absolument convergente. 

La série Scif-p/ est uniformément convergente si 07 tend unifor- 
mément vers zéro, si 2|Ait/| est uniformément bornée ainsi que 
\iit\\ ou encore si |ov| est uniformément bornée, si 2|Aw £ | est 
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uniformément convergente et si, de plus, <t £ m/ tend uniformément 
vers zéro. 

La transformation d'Abel peut être appliquée de bien des ma- 
nières; d'abord on peut faire jouer aux u le rôle des v et inverse- 
ment et puis on peut remplacer m par ot/w/ et *>/ par — » a/ étant 

une fonction de i convenablement choisie ; dans la pratique il y 
a souvent avantage à prendre ot/= ( — i) 1 . D'autres fois il est légi- 
time et avantageux d'appliquer la transformation d'Abel plusieurs 
fois de suite, ce qui conduit à des conditions de convergence où 
interviennent les différences d'ordre supérieur des nombres «/. 

Voici l'application la plus connue de la transformation d'Abel. 
Supposons que, dans certaines circonstances qu'il est inutile de 
préciser, les ut bornés tendent tous vers i et supposons que les t>; 
soient constants et forment une série convergente de somme <r; 
demandons-nous dans quelles conditions 2m,-p,- est uniformément 
convergente, auquel cas 2m,-C| tend vers t = Si 1 /. 

D'abord, quand S| m\ est uniformément bornée; ensuite, comme 

dans le cas où m tend vers zéro avec - et où S|Aw/| est uniformé- 
ment bornée, on peut écrire 

S UiVi = 2<j,- Aw,= <jv q — 2(<j — <j() Aa, ; 

quand ces conditions sont réalisées, la convergence est uniforme. / 

En faisant Vi=.aix\ et ii(= l — ) on a la démonstration clas- 
sique du théorème d'Abel sur les séries entières qu'on va bientôt 
utiliser (n° 31). Le théorème général sera utilisé au n" 58. 

Voici une autre conséquence de la transformation d'Abel. 
Supposons les nombres u Q1 u { , ..., u n positifs et décroissants, 
notre identité fondamentale montre que la somme 

^="o( , o+w 1 ^+...+ w w ^ 

est comprise entre les deux produits obtenus en multipliant le 
plus grand et le plus petit des nombres <r , o-, , . . ., or,, par 

Aw -*- Awt-H. . .-+- A« a _i ■+■ u n = u . 
Considérons alors une intégrale de la forme / uv dx, dans 
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laquelle // est une fonction positive décroissante (*); divisons 
(a, 6) en n -\- 1 segments égaux, de longueur h. Soient u v , 
U\ ^«, ^2^2? ••• 'es valeurs de la fonction à intégrer pour les ori- 
gines des segments; /i2„ sera une valeur approchée de l'inté- 
grale à calculer. Cette valeur approchée est comprise entre le plus 
petit et le plus grand des nombres u h<Ti; comme A 07 est une 

/a -+- ih „ \ 

v dx et que / v dx est fonction con- 
«/» 
tinue de Ç, nous concluons que l'on a 



Jf uv dx = u(a) I v dx, 
a J<t 



$ étant compris entre a et h. 

Cette égalité est connue sous le nom de second théorème de 
la moyenne; elle est due à Ossian Bonnet qui Ta donnée dans son 
Mémoire Sur les séries trigonométriques (Mémoires des savants 
étrangers publiés par l'Académie de Belgique, t. XXIII). Weier- 
strass a indiqué un autre énoncé qui, grâce surtout aux recherches 
de P. du Bois-Reymond, de MM. Dini et Jordan, est maintenant 
l'un des plus généraux que l'on connaisse concernant les fonctions 
intégrables au sens de Riemann. Ce théorème a servi de base à 
plusieurs des recherches sur les séries de Fourier; comme je ne 
m'en servirai pas dans la suite je ne m'y arrêterai pas davantage 
et, pour ce qui le concerne, je renverrai le lecteur au second 
Volume du Cours d'Analyse de M. Jordan. 

Du second théorème de la moyenne nous n'utiliserons que 
cette conséquence : on a 



1/' 



uv dx 



S Ut?, 



U étant le maximum de | u | dans (a, b) et "v? le maximum de 

I r P 
/ v dx quand a et [3 varient entre a et 6. Sous cette forme 



( l ) Je ne m'occupe ici que d'une intégrale au sens de Riemann. 
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notre théorème suppose seulement u monotone (n° 3) et de signe 
constant. 

/ 26. Condition de convergence d'une série trigonométrique. 
'— Une série trigonométrique peut toujours être considérée comme 
la somme de deux séries dont l'une ne contient que des cosinus et 
l'autre que des sinus: étudions séparément ces deux séries. 
Soit donc la série 

a -h a,\ cos x -h a t cos >,x -+-... ; 

elle est évidemment uniformément convergente quand la série 
S/i/ est absolument convergente. Ce cas de convergence se dé- 
duit des résultats précédemment obtenus en posant «,== f//, 

v = -, Vi= cosix ('); faisons maintenant la transformation 

d'Abel en conservant ces notations, alors (voir n° 17, en note) 

x 

sin('2* -h i) — 

1 .2 

<r/= — h cosa? -+-...-+- cosia? = • 

i . x 

•2 si n - 
2 

\?i\ est uniformément bornée dans tout intervalle ne contenant 
aucune valeur congrue à zéro. Donc, dans un tel intervalle, la 
série considérée est uni/or nie ment convergente si 2|a, — #i+i | 

est une série convergente et si ai tend vers zéro avec -• 

Cela a lieu en particulier quand les a, sont tous de même signe 
et vont constamment en décroissant jusqu'à zéro. 

Prenons maintenant v = -> Vi= ( — i)' cosj\r, nous aurons 

/ . x 

COS ('214-1)- 

1 .2 

ff/ = cosar -+- cos 2 x -+■ ... -+- ( — i y cos ix = ( — I )' > 

2 .T 

2 COS — 
2 

donc, dans tout intervalle ne contenant aucune valeur congrue 



(') Bien entendu ici, comme dans le numéro précédent, i est un entier; on n'a 
pas ï 2 -*-! = o. 
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à 7r, la série est uniformément convergente si 2 1 a ( - + ai+1 1 est 
convergente et si ai tend vers zéro avec -• 

Cela a lieu, en particulier, quand les ai sont à signes alternés et 
que | tzj| décroît constamment jusqu'à zéro. 

Les valeurs exceptionnelles x = o, .r =tz doivent être exami- 
nées à part. Remarquons encore que les deux procédés qui viennent 
d'être employés pour appliquer la transformation d'Abel ne sont 
pas essentiellement différents ; on passe de l'un à l'autre en chan- 
geant x en 7c -\- x. 

Si l'on opère d'une manière analogue pour la série 

b\ sin x -+- bi si n 2 x -h . . . , 

on trouve que cette série est uniformément convergente, dans tout 
intervalle ne contenant aucune valeur congrue à zéro, si bi tend 

vers zéro avec -r et si Sj bi — 6/ +l | est convergente; elle est uni- 
formément convergente dans tout intervalle ne contenant aucune 
valeur congrue à tc, si bi tend vers zéro avec - et si S|6|-f- 6/+i | 

est convergente. Ici l'on est toujours assuré de la convergence 
pour les valeurs exceptionnelles o, tc, mais il se peut que la conver- 
gence ne soit pas uniforme autour de ces valeurs; nous en verrons 
un exemple d'ici peu (n° 28, en note). / 

Pour que la transformation d'Abel conduise à une série de forme 
simple, il est* bon, quand on l'applique à une série de sinus, de 
prendre un terme v différent comme forme des autres termes Vi, 
ainsi que nous l'avions déjà fait pour les séries de cosinus. On 

pourra prendre, par exemple, v = — -cot^> Vi= s'mix ou 
v 9 = -tangx, Vi= ( — i)'sinj\r, ce qui donnera pour <r £ les deux 

valeurs 

cos(-îi-+- 1)— sin(2*-+-i) — 

'2 9 

cr /= — , */=(-!)' j- 1 - 

2 sin — 2 cos - 

2 2 

En prenant ces précautions, la transformation d'Abel appliquée 
à une série de sinus ou de cosinus conduit à une nouvelle série de 
sinus ou de cosinus pourvu qu'on en multiplie chaque terme par 
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2 sin- ou 2 cos-- Cela permet d'obtenir de nouveaux cas de con- 

vergence. 

Partons, par exemple, de la série Sa/ cos ix; pourvu que at- 
tende vers zéro, nous la transformons en S(a/ — #i+i) sin (21" 4- 1) - 

ou en S( — i) 1 («/-+- ai +l ) cos( 2 1 -h 1)- • Sans nouvelle hypothèse, 

nous avons le droit d'appliquer encore la transformation d'Abel, 
et l'on voit que la série proposée est uniformément convergente 

dans tout intervalle ne contenant aucune valeur congrue à o, -> 
7T, — y si l'une des séries 

ï(a/-2a/+, + a/ +î ), 2(a,--f- aa/ +1 + «/+«), 2 (a/— «,-+») 

est absolument convergente. Laissons de côté le caractère de 
convergence relatif à (a/ — #1+2), les autres caractères trouvés font 
intervenir, comme on devait s'y attendre, les différences secondes 

de l'une des deux suites « , a,, a 2j ... ; a ? — #n «2? — «s? 

Le caractère général de convergence que l'on obtient est donc le 
suivant : la série S ai cos ix est uniformément convergente 
dans tout intervalle ne contenant aucune valeur congrue 

à -^ {/> entier) si ai tend vers zéro et si V une ou Vautre 

des deux séries 2A"<7/, SA"[( — i)'<z*] est uniformément conver- 
gente. Un théorème analogue est vrai pour les séries de sinus. 

Le caractère de convergence fourni par la série 2 (a/ — #1+2)? 
auquel les procédés indiqués conduisent de deux manières diffé- 
rentes, n'est pas essentiellement nouveau ; c ? est celui que l'on 
obtient en appliquant le théorème sur les différences premières à la 
série Sai cos ix après l'avoir décomposée en deux séries 

S ai,- cos lix, 2a 2 /+i cos (21 -+- i)x. 

Or il est évident que cette décomposition et les décompositions 
analogues conduisent toujours à des séries auxquelles on peut 
appliquer ce théorème, parce que notre raisonnement supposait 
uniquement 07 bornée et que cette condition est remplie si l'on 
prend Vi égale à cos (ip -\-h)x ou à s\u(ip -+- h)x, que p soit égal 
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à i et h à o, comme dans le cas examiné précédemment, ou que 
cela ne soit pas. 

Les résultats relatifs aux différences premières s'appliquent 
encore si Ton change dans leurs énoncés a n en a f ,0L n lorsque la 

série \j es * uniformément convergente, parce que, en pre- 

nant i>,- = — , 07 est évidemment bornée. Par exemple, des 

résultats indiqués il résulte que la série ^ est uniformément 

convergente, sauf autour des valeurs congrues à o, donc une série 
de cosinus est uniformément convergente, sauf autour de ces 
valeurs, si na n tend vers zéro et si 2[na fi — (n -h i)a„ +i ] est 
une série absolument convergente. Une telle remarque peut être 
utile parce qu'elle conduit à une vérification simple de la conver- 
gence uniforme de certaines séries, mais les caractères de conver- 
gence que l'on obtient ainsi sont en général plus particuliers encore 
que ceux que j'ai indiqués. 

27. Ordre de grandeur des coefficients d'une série de Fou- 
rier. — Soit /une fonction à variation bornée (n° 4), elle est la 
différence de deux fonctions bornées monotones de signe con- 
stant «, et <f 2 - Comme l'on a 



I r 

I cosnx 
J a. 



dx 



I sin/i^ — sinsia 



l'inégalité qu'on a déduit du théorème de la moyenne (n° 2o) 
donne, en appelant M| la limite supérieure de | cp, |, 



f <pi cos/ia? dx 





n 



La même inégalité a lieu quand on remplace cos/i# par sin/i#; 
des inégalités analogues sont vraies pour cp 2 , donc aussi pour 
f=®i — cp 2 ; de là il résulte que, dans les conditions indiquées, 
les coefficients du n iem * terme sont inférieurs en valeur absolue 



A * 

à-, A ayant été convenablement choisi. 



28. Cas de convergence des séries de Fourier. — Considérons 
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une fonction y continue de o à 27t et ayant une dérivée à variation 
bornée. Alors l'intégration par parties donne 



,27T 



a n =- ! fcosnxdx = / f's'winxdx, 

. i r™ , . , /(h-o) — f(ïTz-o) i r™ f , , 

à,, = - I fsinnxdx = - ■ -h / fcosnxdx. 

De la série de Fourier de/ soustrayons la série S(x) 

s(*) = /( ^ ° } ~ /( ~ 0) ]g s -^- 

La série restante R(#) est uniformément convergente partout, 

A 

puisque ses coefficients sont de Tordre de — • La série soustraite 

est, d'après le n u 26, uniformément convergente, sauf autour des 
valeurs congrues à zéro. Donc la série de Fourier de / est unifor- 
mément convergente dans tout intervalle intérieur à (o, 2ir); elle 
représente donc /partout, sauf peut-être pour x = o. En ce point, 
la série S est convergente et de somme zéro, la série R partout 
convergente a une certaine somme K; d'ailleurs, puisque, pour x 
non congru à zéro, on a 

/(*) = S(*)-+-R(*), 
et, puisque R est continue au point zéro, on en déduit 

/(+o) = S(+o) + K, /(— oi = S(— o)-+-K. 

Remarquons encore que S(+o) + S( — o) = o, puisque S(x) 
est une fonction impaire, et nous obtiendrons 

S(+o) = ^- HO) - /< - ', K = *+ 0) +S<- l 

•2 2 

Donc, au point zéro, la série de Fourier de /converge vers la 
demi-somme des valeurs /(-+- o), /( — o) ( * ). 

On ramènerait par un changement de variable, au cas qui vient 

( l ) La série > est un exemple de série non uniformément convergente. 
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d'être étudié, celui d'une fonction satisfaisant d'ailleurs à toutes 
les conditions indiquées et qui n'aurait, comme valeurs de discon- 
tinuités, que les valeurs congrues à x . Supposons maintenant 
que f satisfaisant par ailleurs aux conditions indiquées, ait pour 
valeurs de discontinuité les valeurs congrues à x { , x 2 , ..., x p 
en nombre fini. 

Posons, sauf peut-être aux points de discontinuité, 

/= ? — f\ [/(*i H- o) — /(an — o)J — . . . —f p [/(afp+o) -f(*f>— o)], 
cp étant continue et fi désignant une fonction de période iiz égale, 
de Xi à Xi -h 2 tu, à — (x — xA et à - pour x = Xi. Il est évident 
que cp elf sont représentables par leur série de Fourier, donc : 

Si l'intervalle (o, 2tc) peut être partagé en un nombre fini 
a" intervalles partiels dans chacun desquels la fonction f admet 
une dérivée à variation bornée, la série de Fourier de f est 
partout convergente. Elle converge uniformément vers f dans 
tout intervalle ne contenant aucun point de discontinuité def; 
en un point de discontinuité la série tend vers la moyenne 
arithmétique des valeurs vers lesquelles f tend quand la 
variable s } approche du point de discontinuité. 

La méthode qui nous a fourni ces résultats ne diffère que par de 
petits détails de celle que vient d'employer M. Kneser pour l'étude 
<les séries trigonométriques et d'autres développements spéciaux 
fournis par la Physique mathématique ('). 

Il n'est pas difficile d'étendre quelque peu le résultat obtenu, 
mais il semble que, pour appliquer la méthode qui nous a servi à 
l'étude de cas plus généraux de convergence, il faudrait reprendre 
tout d'abord l'étude de la convergence, d'une série trigonométrique 
donnée parla suite de ses coefficients. L'étude directe des séries tri- 
gonométriques, qui a été très négligée jusqu'ici, semble d'ailleurs 



(') Voir Untersuehungen iiber die Darstellung wlllkûr lichen Funktionen in 
der mathemntischen Physik {Math. Ann., Bd. LVIII, 1904). Je venais d'exposer 
au Collège «le France les considérations du texte quand j'ai eu connaissance du 
Mémoire de M. Kneser paru depuis quelque temps déjà. La méthode qu'emploie 
M. Kneser, pour démontrer qu'une série de Fourier détermine la fonction à 
laquelle elle correspond, est différente de celle qui a été utilisée ici. 
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devoir être très utile dans bien d'autres parties de la théorie des 
séries de Fourier. 11 y aurait lieu aussi d'étudier davantage 
la suite des coefficients d'une série de Fourier, relativement à 
laquelle je démontrerai plus loin un théorème fondamental dû à 
Riemann (n° 34). 



III. 



APPLICATIONS. 



29. Représentation approchée des fonctions continues. — Le 
résultat qui précède permet de démontrer simplement un théorème 
de Weierstrass ('), comme l'ont remarqué MM. Lerch etVolterra. 

Soit/(£) une fonction continue dans un intervalle fini (a, [3). 
Posons x = kt, k étant assez petit pour que x ne sorte pas de 

( — 7i, -H 7t) quand t est dans (a, J3). Posons v(x)=f(-r) dans 

(/ra, k fi) et définissons © en dehors de cet intervalle par la condition 
d'être continue partout et de période 2tc. Traçons la courbe repré- 
sentant <p et, sur cette courbe, marquons les points correspondant 
aux valeurs o, x iy x 2 , . . ., x„= 2 7i de x, prises assez rapprochées 
pour que, dans (#/, .£/+<), l'oscillation de <p soit inférieure à e. Les 
points marqués sont les sommets d'un polygone représentant une 
fonction continue &(x) de période 2 7t. Cette fonction est une de 
celles pour lesquelles la convergence uniforme de la série de 
Fourier vient d'être démontrée. En prenant donc assez de 
termes dans la série de Fourier de ^, on peut représenter ty à 
moins de e. Quant au nombre de termes qu'il faut prendre, la 
méthode qui a servi à étudier la série de Fourier de d» pourrait 
nous l'indiquer. Laissons cela de côté; »i est représentée à moins 
de e par une suite finie de Fourier qui représente par suite o à 
moins de 2 e. Cette suite de Fourier peut être développée en série 
de Taylor uniformément convergente ; donc, en conservant assez de 
termes dans cette série, on a un polynôme représentant la suite à 
moins de e et par suite <p à moins de 3e. Remplaçons maintenante 
par kt nous voyons qu'une fonction continue peut être repré- 



( l ) Au sujet de ce théorème voir le Chap. IV des Leçons sur les fonctions de 
variables réelles et les développements en séries de polynômes de M. E. Borek 
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sentée, à moins de e près, par un polynôme ou par une suite 
finie de Fourier. 

30. Principe de Dirichlet. — Je vais faire une application de 
ce résultai à la démonstration de théorèmes intimement liés à la 
théorie des séries trigonométriques. Je vais d'abord m'occuper 
d'un problème célèbre connu sous le nom de problème de Di- 
richlet et dont voici l'énoncé : démontrer l'existence d'une solu- 
tion de l'équation 

qui soit continue à l'intérieur d'un contour fermé C et qui se 
réduise sur ce contour à une fonction donnée /. Le principe de 
Dirichlet est l'affirmation de la possibilité du problème de Di- 
richlet. Le seul cas qui va être examiné est celui où G est une 
circonférence ( , ). 

Faisons quelques remarques préliminaires. Si l'on pose 
z =x -|- iy, tout polynôme en z, décomposé en sa partie réelle et 
sa partie imaginaire, fournit deux polynômes en x et y qui satis- 
font à l'équation de Laplace AU = o, ce que l'on exprime en disant 
que ce sont des polynômes harmoniques. Si nous posons mainte- 
nant a?=/*cos©, y = r sin©, c'est-à-dire si nous passons aux 
coordonnées polaires, ces polynômes harmoniques se présentent 
sous la forme d'une suite finie de Fourier en cp, chaque terme en 
cos/?ç ou sin/jcp étant multiplié par rP. Réciproquement toute 
expression de la forme indiquée : 

P = -a -h r(«i coso -+- 6 t sino)-f-. . .-f- r n (a n cos/icp -h b n sin/io) 

est un polynôme harmonique parce que c'est évidemment la partie 
réelle d'un polynôme en z = re'?. ' 

Remarquons encore que P n'a ni maximum, ni minimum. En 
effet, on a évidemment (n° 16) 

i i r 27r 



( l ) Pour la méthode classique, voir, par exemple, le Tome II du Traité d'Ana- 
lyse de M. Picard. 

L. 4 
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à condition de donner à r une valeur constante positive quelconque 
dans l'intégrale. Cela prouve que, ou bien P(r, o) est toujours 

égale à - a , ou bien P(/*, <p) prend des valeurs plus grandes que - a 
et des valeurs plus petites que - a et l'origine n'est ni un maximum 

ni un minimum. Mais l'origine n'a rien qui la distingue d'un 
autre point : si l'on pose z = z -\- Z, l'origine devient le point quel- 
conque — z et le point quelconque z = z devient la nouvelle 
origine Z = o; il est donc démontré qu'un polynôme harmonique 
n'a ni maximum, ni minimum. 

Ceci posé, soit/(<p) une fonction continue de période 2îc, nous 
allons démontrer l'existence d'une fonction harmonique, c'est- 
à-dire satisfaisant à l'équation de Laplace, à l'intérieur de la cir- 
conférence z = e ( v et se réduisant à f(<p ) sur cette circonférence. 
Du même coup l'existence de la solution sera démontrée pour une 
circonférence quelconque. 

Prenons des nombres positifs e 1? e 2 , ..., formant une série 
SS|= s convergente et soit (') 

S/(«) = -aj'-f-(a5 coscp-h b[ sincp) -+-. . .-f- (a^cos/i/cp -h b l ni sinn/<p) 

une suite de Fourier représentant partout /(cp) à moins de e- près, 
ce qui est possible parce que y a la période 27t. Posons 

p=*i 
S*('*> ?)= ^ai-h^iaftcospy-hbjjsinp^rp. 
P =\ 

La série 

/(r,cp)=S 1 (r,cp)+[S 2 (r,cp)-S 1 (r,<p)]+[S3(r, ? )-S s (r,cp )] + ... 

est uniformément convergente, car, d'après notre remarque, 
| S, — S/ + i | atteint son maximum sur C et, par suite, ne surpasse 
jamais e/+ e <+1 ; donc /(r, cp) est continue à l'intérieur de C et 
sur C. Elle se réduit évidemment à /(<p) sur C, il reste à faire voir 
que c'est une fonction harmonique. 



(*) Dans ce numéro et le suivant les symboles aj,, b l p représentent des quan- 
tités affectées de deux indices et non pas des puissances !»»»•■. au contraire rP 
représente la puissance p iim * de r. 
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Considérons les termes en cospx dans /"(/*, o); leurs coefficients 
forment la série 

rP [a], -f- (al — a),) -+- (a* — a* ) -h. . . J ; 

cette série est absolument convergente et de somme au plus égale 
à %zrP parce que a 1 — #£"*, étant un coefficient de la série de 
Fourier de S/ — S/ + i, est au plus égal, en valeur absolue, 
à 2(e/+ ej- +l ). Par conséquent, si dans/(r, o) nous remplaçons 
chaque terme S/— - S l+ i par la suite finie de Fourier qu'il repré- 
sente, nous obtenons une série dont la somme des coefficients des 
sinus et cosinus est au plus 

4s(i -+-/• -*- r 2 -H...); 

par suite, cette série est absolument convergente pourr<i, et 
nous pouvons grouper ensemble les termes contenant un même 
sinus ou un même cosinus. On obtient ainsi 

f(r, ©)=—-+- /-(ai coscp -+- b\ sincp) -+- r*(a 2 cos2<p -+- b 2 slnio) -4-, . . ; 

cette expression, qui n'est peut-être pas valable pour r= i , montre 
que /(/*, o) est la partie réelle d'une série entière en z = /e 1 ?, 
donc /(r, cp) satisfait à l'équation de Laplace à l intérieur Ae C. 
L'existence de la solution est démontrée. On peut remarquer que 
cette solution, étant limite de polynômes harmoniques, n'a ni 
maximum, ni minimum. 



31. Intégrale de Poisson. — On a évidemment 

a,, = lim a'j„ b p = lim b n p \ 

n = » n =. ; oo 

mais 

a", = - / S /t cos/?^ «fy, 6)i = - I S n sinpty <% 

£t, comme S« tend uniformément vers /(<{>), on a 
i /- 2ir i r î7C 
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Portons ces valeurs dans l'expression de /(/*, ©), on trouve 

/■ étant plus petit que i , on peut écrire 

izf( /*, cp ) = / /( + ) - -+- rcos(4» — o) H- r* cos2(^ — ?)+... Iflty) 



parce que la série sous le signe /, é Lan t uniformément conver- 
gente, est intégrable terme à terme. La formule précédente s'écrit 
encore sous la forme 

/(r, ©) = — / : — I — — x ; M, 

J v ' 4 ' 27rJ i — 'ir cos(ty — ©)-+- r* ' 

connue sous le nom de formule ou d'intégrale de Poisson , parce 
que Poisson la fît connaître dans le XIX e Cahier du Journal de 
l'Ecole Polytechnique, 

Le raisonnement de Poisson laissait à désirer au point de vue de 
la rigueur, M. A. Schvvarz a montré qu'il était facile de le rendre 
tout à fait rigoureux. M. Schwarz a étudié aussi ce que donne l'in- 
tégrale de Poisson dans le cas où /(x) a des points de disconti- 
nuité de première espèce. Pour avoir le droit de conclure, relati- 
vement à ce cas, il nous suffirait d'utiliser une remarque déjà 
faite, sur la possibilité de comparer deux points de discontinuité 
de première espèce quelconques (n° 1), et d'étudier l'intégrale de 
Poisson pour une fonction particulière ayant des points de discon- 
tinuité de première espèce ; il nous suffirait, par exemple, d'exa- 
miner si l'intégrale de Poisson peut servir à la représentation pour 
/• < i de la fonction harmonique 

x — a 
arc tang -r (z = re 1 '? = x •+- iy\ 

qui a déjà été employée pour des fins analogues par M. A. Schvvarz 
(Gesamm. math. Abh., Bd. 2) et M. J. Riemann (Annales de 
V École Normale, 1888). 
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Ces considérations conduisent à une conséquence importante 
que M. Schwarz a signalée. Supposons que, pour une valeur <p , la 
série de Fourier de /(<p) soit convergente. D'après -un théorème 
d'Abel, appliqué à la série entière en /• qui représente /(/*, ©), 
f(o ) est la limite, quand /• tend vers i, de /(/*, <fo)- Mais l'étude 
qu'on vient de faire fournit des renseignements sury(r,<p ) lorsque 
f(o) est assez simple; de sorte qu'on peut dire, dans certains cas, 
à quoi est égale la somme de la série de Fourier, supposée conver- 
gente, def(o). Les résultats obtenus nous permettent de conclure 
pour le cas où /(©) est partout continue; en utilisant les indica- 
tions données on pourra supposer quef(o) a des points de discon- 
tinuité de première espèce, d'où l'énoncé suivant : 

Si la série de Fourier de la fonction f(&) bornée, de période 
arc, partout continue sauf en un nombre fini de points de dis- 
continuité de première espèce, est convergente pour la va- 
leur cp , sa somme est égale à ^[/(©o-H °) +/(?o — o)]. 

32. Propriété fondamentale des fonctions harmoniques. — 
Je ne pousserai pas plus loin l'étude de l'intégrale de Poisson et des 
fonctions harmoniques, relativement à laquelle on consultera avec 
profit les tomes I et II du Traité d y Analyse de M. Picard, mais je 
veux indiquer comment on pourra démontrer, avec la méthode 
employée ici (* ), que la formulé de Poisson fournit toutes les fonc- 
tions harmoniques continues ainsi que leurs dérivées des deux 
premiers ordres à condition qu'on l'applique à une circonférence 
convenable et, par suite, que les fonctions harmoniques n'ont ni 
maximum, ni minimum. 

Pour cela, il suffira de prouver, par la méthode de M. Paraf 
(Ann. de la Fac. des Se. de Toulouse, t. VI), quVZ ne peut 

(*) Cette méthode est en quelque sorte l'inverse de celle que M. Picard em- 
ploie, dans le tome I de son Traité d'Analyse, pour démontrer le théorème de 
Weierstrass qui nous a servi de point de départ. Hiemann avait peut-être prévu 
une méthode de ce genre; parlant d'un théorème équivalent au principe de 
Dirichlet pour le cas de la circonférence, il dit : « Si l'on admet ce théorème 
qui, en fait, est exact, alors la voie suivie par Cauchy (pour étudier la série 
de Fourier) conduit au but; de même que, réciproquement, ce théorème peut se 
déduire de la série de Fourier. » Neumann a essayé d'utiliser cette indication 
(Journal de Crelle, t. 71), mais ses raisonnements sont fort critiquables, comme 
Heine et Prym l'ont remarqué. 
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exister deux fonctions harmoniques, continues ainsi que leurs 
dérivées des deux premiers ordres à l'intérieur d'un contour 
ferméC, qui soient égales sur ce contour. Posons u = (a 2 — x 2 )v, 
la quantité a 2 — x 2 étant positive dans la région considérée. L'équa- 
tion de Laplace devient 

A/j = (<7 2 — x*) Ar -- >.x iv = o. 

dx 

S'il existait deux fonctions u remplissant les conditions indi- 
quées, il existerait deux fonctions r satisfaisant à cette équation, 
et leur différence, que je désigne encore par v, satisferait aussi à 
cette équation. D'ailleurs v s'annulerait surC sans être identique- 
ment nulle à l'intérieur de C, donc v aurait à l'intérieur de C un 
maximum positif ou un minimum négatif. On va voir que cela est 
impossible. Supposons que v ait un maximum positif au point x , 
y ; alors on a 



v(xo,y 9 ) >o, 






r(*, y ) ~ «>(>o, yo) = -i \dï*) lYm - °' 

ç étant compris entre x et x , y\ entre y ely . 

Ces relations montrent que les deux termes de \v sont négatifs 
ou nuls au voisinage de x K \,y<s, donc que le premier terme de l'é- 
quation de Laplace transformée est nul ou négatif en ce point. Le 
second terme de cette équation est nul, le troisième est négatif et 
non nul; c'est la contradiction annoncée. 



CHAPITRE III. 

SÉRIES DE FOURIER CONVERGENTES. 



1. — Recherche sur la. convergence. 

33. Caractère de convergence des séries de Fourier. — Dési- 
gnons par S/i la somme des n -h i premiers termes de la série de 
Fourier de f(x)\ on a 

i v^ r r trz+ * 

H — > cospx I /(8)cos/>6 d0 

-4- sin/?a? / /f 9 ) sin /> 6 rfô 



^=i 



= ^ X'^'/ce) ^ -,- 2 co S/ ,(^ - 0)J 



.2TC+0C sin('2/t-M) 



«'a «» Q ; n 



«isin 



Faisons le changement de variable 8 = x H- 2t] nous aurons 
S »=iJ 8 — 4ïiT7 /<* + *'>*, 
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et, en prenant [3 = — ^, 



i T /*° sin(^/i -h \)t .. . _ 

« «/_ w sin* 

1 

I /** sin(a/i -+- i)* r -, ., _ . 

= ïï j[ rin* [/( * "*" a/) " + " /( ' r " * 0] dt " 

comme on le voit en changeant t en — t dans la première intégrale 
du second membre. 

Si nous appliquions cette formule à la fonction F qui est con- 
stante et partout égale à la valeur f{x) que prend notre fonction/ 
pour la valeur particulière x que nous considérons, S 7/ serait 
évidemment égale à f(x), puisque la série de Fourier de F se 
réduirait à son premier terme; d'où la formule, facile à vérifier 
directement, 



TZ 



Pour la somme S„ relative à la fonction /, nous avons 

1Z 

Représentons cette quantité par R 7I et posons 

©(*) =/(a? -+- *t) -hf(ar — 2t) — -xf(x) = ty(t) sin t, 
de sorte que, avec nos notations, nous avons 

H 11 

R„= f * in(tin ~*~ })t o(t)dt= f sm(*n-hï)tty{t)dt. 

Il va nous suffire de rechercher des cas où R„ tend vers zéro 
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avec- pour avoir des cas de convergence de la série vers f{oc)\ 

dans ces cas, la signification de R„ sera évidente : R w sera, au 
facteur iz près, le reste de la série de Fourier, quand on s'arrête 
au (n-Hi) ième terme. 

Avant de faire cette recherche, remarquons que f{x) n'étant 
assujetti qu'à avoir une intégrale et à admettre 2tt pour période, 

ty{t) ne sera assujettie dans (o, - ) qu'à la condition d'avoir une 

intégrale dans tout intervalle n'ayant pas o pour origine. 

Pour donner des exemples des circonstances qui peuvent se 
présenter, il nous suffira donc de citer des fonctions ^ assujetties 
à la condition que je viens d'indiquer et pour lesquelles ces cir- 
constances se présentent. 

Remarquons encore que, si x est un point de continuité ou un 
point régulier de /(n° 2), ç(f) est continue pour t = o etcp(o) = o; 
cela veut dire que lty(t) tendra alors vers zéro en même temps 
que t. 

Nous avons 



p = n-i J/> + l>^ 






' ' 2/H-I 



-/ 



7T 
2 

ty(t) sin(2/i -t- \)tdt. 



Examinons d'abord cette dernière intégrale que l'on appel- 
lera e„; elle est évidemment inférieure en valeur absolue à l'inté- 
grale de | •}(*)!, prise de n- à -\. donc elle .tend vers zéro 

avec -y à cause de la continuité des intégrales indéfinies (n° 11), 

n ° \ ,• * 

parce que | A(/) | a une intégrale autour de -• 

Dans les intégrales correspondant aux valeurs /? = 2, 4> G, . . ., 
changeons t en t H : cela transforme chacune de ces inté- 

D 271 + 1 

grales en une intégrale prise entre les mêmes limites que celle 
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qui la précède, à laquelle nous la réunirons; nous obtenons ainsi 






dt 



,,=s nf + n—. 



dans cette formule, 5 désigne le plus grand entier ne surpassant 

n — i . . . x.*î#h-i 

pas — ■ — , t n désigne o si n est impair et / ù(t) sintdt 



l*-l) ; 



si n est pair. Il est évident que z lt tend vers zéro avec — de même 



que e„. 

Comme on a 






(î^+Ds 



i/ l^,-*^^)!*, 



il en résulte 



R„l^ 



\dt 



<|/(*)sin(2/i-i-i)£< 

7T 

f[ |+<'>- + ('- t -ïSTl)|*- 4 -l , -l- , -l*'»l- 



Pour étudier la première intégrale, admettons que l'intégrale 
indéfinie 



*<0 



= r i?(o 



|<fr 



ait une dérivée nulle pour t = o; ce qui est réalisé en particulier 
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toutes les fois que cp est continue et nulle à l'origine, donc en tous 
les points réguliers de f. 
Nous avons 



1Z 
,2/14-1 



,2#H-1 



I ù(t)sin(9.n-hi)tdt = / ?A-f sin(in-h \)tdt 

o «/o sin ' 

r. 

% t étant une quantité qui tend vers zéro avec -> puisque c'est une 
valeur approchée de la dérivée $'(o). 
Nous pouvons maintenant conclure : 

La série de Fourier converge au point x vers la fonction si 
l'intégrale de |'f(*)l a une dérivée nulle pour t = o et si la 
quantité 

j l4,(* + 3)_4,(o|€fc (°< ô <^) 

tend vers zéro avec o. 

34. Théorèmes de liiemann. — La quantité |A(£-h8) — <K0I> 
intégrée deaà- (o<a< -)j tend vers zéro avec S, puisque, 

dans (a, - \, à a une intégrale (n° 13); on peut, par conséquent, 
remplacer dans la condition de convergence qui précède 

f |<j,(*-4-8) — ty(t)\dt par f \ty(t + l) — ty(t)\dt. 

Cette remarque conduit à un théorème important dû à Riemann. 
Soient deux fonctions f { et / 2 , ayant des séries de Fourier, et 
égales entre elles autour du point x. Les fonctions cp et ^ corres- 
pondant à la différence f K — f 2 sont nulles pour t assez petit, par 
suite <ï> est nulle autour de t = o et pour a et 8 assez petits 
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est aussi nulle. C'est dire que la série de Fourier de f K — /•> est 
convergente pour la valeur x; par suite, les séries de Fourier de/*, 
et de f 2 sont convergentes ou divergentes à la fois; c'est le théo- 
rème de Riemann : 

La convergence de la série de Fourier de f pour une valeur 
déterminée de x ne dépend que de la manière dont se com- 
porte f autour de cette valeur x. 

Cette propriété peut se déduire de notre raisonnement d'une 
autre manière. Ce qui nous a obligé à étudier à part la contribu- 
tion de l'intervalle (o, ■ — - — j dans l'intégrale R„, c'est que & n'a 
peut-être pas d'intégrale dans cet intervalle. Quand on suppose 
que A a une intégrale dans (o, ■ — - — J, on peut traiter cet inter- 
valle comme les autres, ou encore on peut affirmer que la contri- 
bution de cet intervalle tend vers zéro quand n croît, car on a 



,2/1 + 1 



/2/l-t-l ., t /H- 1 

<K0sin(2/i-hi)*rf/ =/ \ty(t)\dt\ 

et le second membre tend vers zéro quand n croît, puisque l'inté- 
grale indéfinie de | ty(t) | existe, et par suite est continue. 
D'autre part, dans l'hypothèse considérée, on peut écrire 

f |<K*-+-8) — «KO|<fc£ f |<K*-h3)-<K0I«"i 

le second membre tendant vers zéro avec 8. 
Donc, si *b a une intégrale dans (o, )> 

J| ty(t)s\n(in-î-i)tdt 
o 

tend vers zéro avec - • Qu'y aurait-il de changé si l'on étudiait la 

même intégrale étendue de a à 6, au lieu de o à -> à ayant une 
intégrale dans (a, 6)? 
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Tous nos raisonnements s'appliqueraient; seulement on aurait en 
général deux termes de forme irrégulière, analogues à celui qui a 
été désigné par e„, l'un fourni par le commencement de (a, 6), 
l'autre par la fin. Il n'y aurait encore rien d'essentiel à modifier 
s'il s'agissait d'étudier l'intégrale de ^(t)sinnt, ou celle de 
*l(t)cosnt, au lieu d'étudier l'intégrale de 'l(t) sin(2/i -H i). De 
là résulte un autre théorème de Riemann : 

Si ta fonction ty a une intégrale dans («, 6), les intégrales 

/ty(t)cosntdt, ! <l(t)s\nntdt 

tendent vers zéro avec - > et, en particulier : 

La suite des coefficients d'une série de Fourier converge 
toujours vers zéro. 

Riemann a démontré ce théorème pour les séries de Fourier 
relatives aux fonctions auxquelles sa définition permet d'attacher 
une intégrale ; la démonstration donnée ici s'applique à toutes les 
séries de Fourier des fonctions sommables. Le théorème n'est pas 
nécessairement exact pour les séries de Fourier généralisées (n° 19) ; 
Riemann l'a montré par un exemple au paragraphe XIII de son 
Mémoire. C'est pour cela que la méthode employée ici pour 
étudier la convergence des séries de Fourier ne paraît pas pouvoir 
servir pour l'étude des séries de Fourier généralisées. 

Du second théorème énoncé, celui qui a été donné le premier 
se déduit immédiatement. Reprenons les fonctions f K et /.> ; les 
fonctions A t et 6-> correspondantes sont identiques dans un certain 
intervalle (o, a); alors, dans chacun des restes correspondants R|,«, 
R 2?w , la contribution de l'intervalle (o, a) est la même et la con- 
tribution 



7C 



Jf ty l (t)sin(AFi-t-i)tdt ou / tyt(t)s\n('in -+- \)tdt 

a J* 

de l'intervalle (a, * \ tend vers zéro avec -• C'est dire que R, ?/? 

et R 2 ,« tendent ou ne tendent pas en même temps vers zéro, d'où 
le théorème énoncé. 
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3o. Les deux espèces de conditions de convergence. — Ce 
théorème de Riemann prouve que, pour la convergence de la série 
de Fourier de /, au point x il est nécessaire que f possède une 
certaine propriété en ce point; il n'est pas nécessaire que y pos- 
sède une certaine propriété dans tout un intervalle. 

La condition de convergence qui vient d'être énoncée ne fait 
intervenir qu'une propriété au point x\ les conditions énoncées 
au Chapitre précédent faisaient intervenir des propriétés relatives 
aux intervalles. Aussi ces conditions étaient-elles, en réalité, des 
conditions de convergence uniforme. 

M. P. Fatou (') a remarqué que, de toutes les conditions de 
convergence en un point actuellement connues, on pouvait déduire 
des conditions de convergence uniforme en supposant que les 
conditions de convergence en un point soient remplies uniformé- 
ment dans tout un intervalle; le sens précis du mot uniformément 
étant facile à fixer dans chaque cas. Pour la condition de conver- 
gence en un point précédemment trouvée la remarque de M. Fatou 
s'applique aisément. D'après la signification de R„, il faut, pour la 
convergence uniforme dans un intervalle où f est continue, que R„ 
tende uniformément vers zéro; il suffit pour cela (n° 33) que la 
somme 



> dt 



f ty(t)sin(in + i)/< 

u 

+ /1 |*(<'-*(<+.j7rPï)h+i<"l+Ki 



tende uniformément vers zéro. 

D'abord | e n | tend uniformément vers zéro ; on a, en effet, 



\**\îf \*<t)\dt<% f \?(t)\dt; 



la première inégalité a été obtenue au n° 33, la seconde résulte de 



(*) Société Math, de France, séance du 18 mai 1905. 
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ce que sin£ surpasse - au voisinage de -• Or, le troisième membre 

tend uniformément vers zéro, car on a, o>(l) désignant le maximum 
de l'oscillation de l'intégrale indéfinie de \f\ dans un intervalle 
quelconque d'étendue 2/, 

f^ \ ff (t)\di< f" + \f(x + 2t)\dt 

Xa + l ~a+l 

\f(x — it)dt\-+-i I \f(x)\dxïiu>(l). 

Un raisonnement semblable s'applique à | e n \. On a vu, d'autre 
part, que l'on a, quand f est continue dans un intervalle qui con- 
tient x, 

ty(t) sin{in-^-i)tdt 



y 



â*K, 



6* étant une valeur que prend <p dans ( o, ; j ; donc l'intégrale 

du premier membre tend uniformément vers zéro dans tout in- 
tervalle complètement intérieur à l'intervalle de continuité consi- 
déré. Donc : 

La série de Fourier d 'une fonction f continue dans («, è), 
est uniformément convergente dans (a,, 6<), (a<«i <6, <è), 
si V intégrale 



j |<K*-h8)-<KOI*, 



qui est une fonction de S et de x, tend uniformément vers zéro 
avec S, quel que soit x dans (a,, b K ), 

On va voir, dans un instant, que l'on peut remplacer la limite 
-supérieure d'intégration - par a, avec la condition o < a < - • 

36. Transformations des conditions de convergence. — 
Posons 

dans les deux cohditions de convergence obtenues, on peut 
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remplacer 

par l'une des quantités 

lx(' + *)-X(OI, 



* I 



y (<-f-8)-y(/) 
sint 



On va légitimer seulement les deux premières transformations. 
Pour cela, il suffira évidemment de poser 

X (i+«)- X («)-»(«+e)-t(0]2!^ + R(»)- ^ +8 >-^ + s ( 8 , 

et de prouver que / \K(o)\dt et I | S (8) | dt tendent vers zéro 

avec t\ et cela uniformément, quel que soit x dans tout intervalle 
complètement intérieur à un intervalle de continuité de ./(x) (*) : 

R(3) = *<0p=^-^]-«+<«>, 



sinl 



Ç étant la valeur de la dérivée de — - pour une valeur £ = t prise dans 
(t, £-ho). Comme on a 

i f d sinA .. tcost — sin x i 

lim - ( —. ) = lim = — - ; 

on pourra choisir A, indépendamment de x, de manière que, 
dans (8, a), | Ç | ne surpasse pas Ax. Mais on a 

donc 

|H(ô)|<.2A8| ? (Ol s -j^; 

de cette formule on déduit 

f \R(Z)\dt<*kB f \v(t)\dt$Skàf \f(x)\dx< 



1Z 

( ') Le nombre a est toujours tel que Ton ait o<a< -; avec certaines expres- 
sions des conditions de convergence on peut prendre a Quelconque positif. 
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et la première transformation est légitimée. Pour la seconde, on a 



o 



s < 8 > = »<< + *>, 7ÏTS' 
d'où 



fVw-itfjfU*. 



Intégrons par parties; en conservant toujours les mêmes nota- 
tions (n° 33), nous avons 

Puisque nous supposons <£'(o):=o, les deux premiers termes 
tendent vers zéro avec o. La convergence est d'ailleurs uniforme; 
ceci résulte, pour le premier terme, de ce que <ï>(a + 8) est 
bornée, quels que soient x, a et 3; pour le deuxième, de ce 

que t; <ï> (28) est au plus égal à quatre fois l'oscillation maximum 

de / dans un intervalle d'étendue 4 2, pris dans (a, b); reste le 
troisième terme. L'ordre de grandeur de ce terme est le même que 

Q 

celui de 8 / — dt, [3 étant choisi positif quelconque. Or on 

peut prendre j3 assez petit pour que l'on ait, dans (0, j3), 

O<*(*-h0)<(*-+-0)E<2£f, 

s étant positif arbitrairement choisi. Alors on a 

h 






La seconde transformation de la condition de convergence en un 
point est ainsi justifiée. Pour que la même transformation soit jus- 
tifiée pour la condilion de convergence uniforme il suffit de 
remarquer que le choix de [3, correspondant à s, peut être fait indé- 

— — - t — - dt tend unifor- 

mément vers zéro. Or cela résulte de l'inégalité évidente 



6 '*" 
L. 



•/a l P . '8 
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II n'a pas encore été démontré que, dans la condition de conver- 
gence uniforme, on pouvait remplacer l'intégrale de o à - par la 

même intégrale prise de o à a. Pour montrer que cela est possible 
il nous suffira, d'après ce qui précède, de montrer que 



s. 



t 



tend uniformément vers o avec 3. Or cela résulte de l'inégalité 
évidente 



J f' lf(^») < -T(0l^ ,.^ Y |?(t + >) _ T(0|<ft 

\ f l/(*-t-a3)-/(*)|«fa-. 



< 



37. Condition de M. Dini. — 11 a été démontré incidem- 
ment au n° 34 que S„ tendait vers zéro quand »} avait une inté- 
grale de o à - , donc la série de Fourier de /est convergente au 
point x si if {t) a une intégrale dans ( o, '- ) . 11 est évident que A 
et y ont ou n'ont pas, en même temps, une intégrale dans ( o, — j; on 

peut donc remplacer <!> par y dans l'énoncé précédent. Si l'on se 
reporte à la définition de y on pourra dire, en particulier, que fa 

I fi x _^i\ f(x)\ 

série de Fourier de /converge au point x si I— - — — — h 

a une intégrale dans tout intervalle. 

Ces conditions de convergence ont été données par M. Dini pour 
le cas particulier des fonctions intégrables au sens de Riemann( l ). 
On pourrait démontrer facilement qu'elles rentrent comme cas par- 
ticuliers dans l'énoncé du n° 33; on pourrait aussi en déduire une 
condition de convergence uniforme. Je laisse tout cela de côté 
pour donner les énoncés plus particuliers que celui de M. Dini. 



( l ) Série di Fourier e rappresentazioni analiticke délie funzioni di una va- 
Habile reale, Pise, 1880. 
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Nous obtiendrons de tels énoncés en appliquant à |<J;|, |yj ou à 
f(x + t)-f(x)\ 



des critères connus de convergence des intégrales ; ceux de Cauchy 
et de Bertrand, par exemple. Bornons-nous aux premiers ; on voit 
alors, en particulier, que, si l'on a 

où M et 6 sont des nombres positifs constants quelconques, la 
série de Fourier de f est convergente au point x parce que le 

critère de Cauchy s applique a — — — — - • 

Cette condition de convergence est souvent désignée sous le nom 
de condition de Lipschitz bien que Lipschitz n'ait énoncé qu'une 
condition assez différente qui est une condition de convergence uni- 
forme; on la rencontrera plus loin (n° 39). 

Un énoncé plus particulier encore est relatif au cas où 8= u 

Alors — j — étant borné, /a ses nombres dérivés bornés 

au point x. La série de Fourier de f est convergente au point x 

si, en ce point, fa des nombres dérivés bornés et en particulier 

si, en ce point, f a une dérivée déterminée et finie. 

Nous aurions eu des énoncés plus généraux en opérant sur ty ou y 

v ai > f(&-*-t) — f(x) 
au lieu d opérer sur — — ^-— ' • 

38. Exemples de fonctions développables en série de Fou- 
rier. — Voici des exemples qui montreront quelques-unes des sin- 
gularités que peut présenter la somme d'une série de Fourier. 
Prenons f(x) telle que 

/(o)=/(.)=/(î)=/(.5)=/(5)=...=o, 

f(x) = i pour -£_>*>_£- (/> = o, i 7 2, ...), 

/(*)=-! POUV -^- >X> ^L- i (p = 0, 1,2, ...). 

La série de Fourier def(x) est partout convergente parce que, 
quel que soit x, cp(j) est nulle pour t assez petit. Cependant f(x) 
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présente des points de discontinuité de première espèce : les 

points 7r, -, — y • • • > qui sont des points réguliers. L'origine est un 

point de discontinuité de seconde espèce. 

Changeons f(x) dans les intervalles où sa valeur était ± i de 

manière qu'elle devienne égale à ^=^ là où elle était égale à i et 

yj\x\ 

à == là où elle égalait — i ( — ts < # < -h t:). \/{ x ) I a une 

intégrale, f{x) a une série de Fourier et, comme o(t) a toujours 
une dérivée pour t = o, cette série de Fourier converge partout 
vers f(x). La fonction f{x) présente les mêmes singularités que 
précédemment et de plus elle est non bornée. 

Voici maintenant un exemple de fonction non intégrable au 
sens de Riemann et cependant représentée partout par sa série 
de Fourier. Il nous suffira de définir cette fonction /" dans (o, 2ir). 
Nous supposons marqué dans (o, 2tz) un ensemble fermé E, donto 
et in font partie, de mesure non nulle. La fonction f{x) aura les 
points de E pour points de discontinuité, elle ne sera donc pas 
intégrable dans (o, air) par la méthode de Riemann. 

Soit, d'autre part, une fonction u{t) continue et bornée 
dans (3, ce) qui a partout des dérivées premières et secondes et 
telle que rs'(t) ne s'annule que pour les valeurs entières de £, 
pour lesquelles on a 

■<•>—*-■}--••*£?• 

Soit («, b) un intervalle contigu à E, c'est-à-dire un intervalle 
dont les extrémités appartiennent à E et qui ne contient pas d'autre 
point de E. Nous supposons E tel que tous les intervalles (a, b) 

soient de longueur inférieure à ^- Nous prendrons 



/(*) = ;£[<»— )'»(^b)| 



de a jusqu'à la plus grande valeur a-\-c qui ne surpasse pas — 



et pour laquelle cette dérivée s'annule. De a-hc à b — c on 
prendra f= o; de b — c à b on prendra 



^•>-s[<*-.^-(*i?)I- 
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Il esl évident que sî *&'(/) ne tend vers aucune limite quand t 
croît, /admet tous les points de E pour points de discontinuité de 
seconde espèce; d'ailleurs, en prenant /=o pour les points de E, 
/ est bornée si tïj' est bornée, ce que nous supposerons ( f ); alors/ 
a une série de Fourier. 

Cette série de Fourier converge vers /en tous les points qui ne 
font pas partie de E, parce qu'en ces points f{x) a une dérivée. 

If(x) 
J — a une intégrale. Soient 
X ^- Xq 

(a, b) un intervalle contigu àE, c le nombre précédemment défini, 
et supposons a^x . On a x — x^>x — a dans (a, a-\- c), 
x — #0 > x — a> b — x dans (b — c, 6), donc 



/ 



'IML 

( X — Xq I 



J a \x — x \ J li _ c \x — x a J n x — a 

La démonstration serait la même si l'on avait b^x t . 
On a 

r c \i^ d x<4 n+ \(^\ d x+ r c \ m '^ )L, 

J a x — a J a \x-a) J t x—a 

car m est une fonction positive, rs est inférieure à i, donc 

c 

Soit y le plus grand entier non supérieur à -> on a 

< V \^(n-hi) — w(n)\ yi j_ i 



«=Y *=Y 



( l ) Les conclusions resteraient exactes sans cette supposition; voir mon Mé- 
moire des Annales de V École Normale; octobre 1903. 
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Comme y est au moins égal à 3, car c est au plus égal à •*> 

est au plus égal à — '— , donc inférieur à 2C. 

L'intégrale de __ - dans (a, 6) est donc inférieure à 8c et 



■ #0 

par suite inférieure à 4(6 — ci) ; donc l'intégrale de -£^p- 



pnse 



de o à 27î est inférieure à 8*c. Comme on a f(x ) = o, on voit 
que la condition de M. Dini est remplie au point x , la série de 
Fourier de f converge donc partout vers f ( ' ). 

39. Condition de Lipschitz-Dini. — Les conditions de con- 
vergence qu'on va trouver sont surtout intéressantes comme con- 
ditions de convergence uniforme. Supposons o(t) continue et 
désignons par A ( S ) le maximum de | ? ( ' H- 8 ) — ? ( I > a l° rs on a 

^" l ? ( < -,8)- y (0[ <ft , A(8) ^'^ =A(8Ka _ A(5)W . 

Il suffit donc que A (8) £(8) tende vers zéro avec 8 pour qu'il 
y ait convergence. On énonce généralement ce résultat pour le 
cas où f(x) vérifie la condition analogue ; d'où ce théorème : 

Sif(x) est convergente dans un intervalle (a, 6), à i } inté- 
rieur duquel \ [f(x -1-8) — /(&)] • -Cp | tend uniformément vers 
zéro avec 8, la série de Fourier de f converge uniformément 
dans tout intervalle (a,, 6, ) complètement intérieur à (a, b). 

Cette propriété résulte des raisonnemeuts de Lipschitz (Journal 
de C relie, t. 63) très différents de ceux du texte; mais Lipschitz 
n'avait conclu que pour le cas plus particulier où l'on a, dans tout 
un intervalle, 

|/(*-h8)-/(ar;|<M** f 



(») La fonction f(x) du texte n'est pas entièrement déterminée; pour qu'elle 
le soit, il faudrait nommer un ensemble E et une fonction gj satisfaisant aux 
conditions indiquées; cela ne présente pas de difficultés. Dans tous les cas/ est 
une fonction dérivée non intégrable au sens de Hiemann; si l'on remplaçait, dans 
la définition de /, cj(* ) par sin*, on aurait la première fonction dérivée non 
intégrable, au sens de Riemann, qui a été construite; elle est due à M. Vollerra 
[Sui principii del Calcolo intégrale (Giornale de Battaglini, 1881)]. 
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M et a étant positifs. Lipschitz énonçait ainsi une condition de con- 
vergence uniforme qui correspond à la condition de convergence 
en un point énoncée au n° 37. C'est M. Dini qui a remarqué le 
premier que le raisonnement de Lipschitz conduisait à une conclu- 
sion plus étendue (Sopra la série di Fourier, Pise, 1872). 

40. Condition de M. Jordan et condition de Dirichlet. — 
Pour arriver à ces conditions, je vais énoncer quelques théorèmes 
intermédiaires. 

La série de Fourier de f est convergente au point régulier x, 
si Vune des fonctions y(t) outy(t) est monotone dans (o, a) (n° 3). 
Supposons, par exemple, y décroissante, alors 

f \x(*+*)-x(*)l<**= f [x(0-x(n-*>]* 

X(«)A- / X(t)dt. 



-X 

Les deux intégrales du troisième membre tendent évidemment 
vers zéro, car on a 

/ X (OA SaL, / x(t)dt H 1 - |?(OI<J'; 

L, qui désigne la limite supérieure de j ©| dans (8, 28), tend vers 
zéro puisqu'il s'agit d'un point régulier, pour lequel, par consé- 
quent, ©(*) est nulle et continue pour t = o. 

Si la condition supposée était remplie dans tout un intervalle 
(a i? 6 f ) complètement intérieur à l'intervalle de continuité (a, 6), 

' | ©(*) dt | tendraient uniformément vers zéro avec 0, donc 

on serait assuré de la convergence uniforme dans (a tJ b t ). 

On peut encore affirmer la convergence de la série de Fourier 
au point x lorsque y est la différence de deux fonctions mono- 
tones y^ % et y 2 telles que cp, = £y,, © 2 = t/ :1 tendent vers zéro 
avec t . Lorsqu'il en est ainsi y est à variation bornée dans (t, a), 
/ yé. o, nous allons calculer l'ordre de grandeur de sa variation 
totale v(i). 

Si les fonctions yj et y 2 so nt décroissantes, on a 

X(«) — X(0 = [XiCO-Xt(«)]-[Xi(0-Xi(*)l. 
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et, comme les quantités entre crochels sont positives, il en résulte 

X«(0-Xi(«)â/HOi Xi<0 — 7j(«)è*(0> 

p(t) et n(t) étant les variations totales positives et négatives 
de y(/) dans (/, a) (n° 4). Puisque v(t) =p(t) + n(t), il est 
évident que t v(t) tend vers zéro avec t. 

Réciproquement, si t v(t) tend vers zéro avec /, il en sera de 
même de tp(t) de t n(t) et aussi de ty y (/), ty 2 (l) si Ton prend 

Xt(0 = x(*) + lz(«)l ■+■«!( 0. y.i(0-=lx<*)l +/>«). 

Ainsi : la série de Fouricr converge au point x vers la fonc- 
tion s 7 il est possible de trouver a> o tel que, quelque soit t ^éo 
dans (o, a), y(t) ou ù(t) soit à variation bornée dans (*, a), la 
variation totale correspondante v(t) croissant assez lentement 

avec j pour que t v(t) tende vers zéro avec t. 

Calculons les limites supérieures L, et L 2 de ©, et © 2 dans 
(8, 28). Puisque dans (3, 20) on a | o, |^28yj, on a aussi 

I-i = 4 8 I Z(») 1 -t- a8_n(a8), 

et une inégalité analogue pourL 2 . Donc, en utilisant les inégalités 
écrites au commencement de ce numéro, on voit que, si la condi- 
tion précédente est remplie dans (a { , 6|), intérieur à l'inter- 
valle de continuité («, 6), et si tv(t) tend uniformément vers 
zéro, la convergence de la série de Fourier est uniforme 
dans («<, 6|). 

Soit enfin o(t) continue à l'origine et à variation bornée, soit 
v(t) sa variation totale dans (o, t); v (t) est continue et nulle pour 
t = o. La variation totale v(t) de o dans (/, (5) (o < t < (3< a) 
est v($) — t>(0> donc celle de y, qu'on notera V(£), dans 
(t, cl) =.(*, p) + (p, a), satisfait à l'inégalité (n° 4) 

V(OgjKP)-^(OH-|?(P)|]H-jK«)-«'(P)+!T(«)|]. 

Avec cette formule on reconnaît que t V(t) tend vers zéro 
avec tj puisqu'on peut prendre [3 tel que ^(P) + |o(p) ] soit aussi 
petit que l'on veut ; lorsqu'il est possible de choisir (3 indépendam- 
ment de x 7 tV (t) tend uniformément vers zéro. De là un carac- 
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1ère de convergence en un point que je n'énonce pas et le caractère 
de convergence uniforme bien connu qu'on doit à M. Jordan ('). 

La série de Fourier d'une fonction f converge vers la fonc- 
tion en tous les points de continuité et en tous les points régu- 
liers d'un intervalle (A, B) où f est à variation bornée; la 
convergence est uniforme dans tout intervalle {a ,, &,) complète- 
ment intérieur à un intervalle de continuité (#, &), intérieur 
lui-même à (A, B). 

Cette condition de convergence contient comme cas particulier 
la célèbre condition due à Dirichlet, la première qui fut connue ( -). 

La série de Fourier d'une fonction f satisfaisant aux con- 
ditions énoncées au /i°,3 sous le nom de conditions de Dirichlet, 
converge vers la fonction en tous ses points réguliers et cela 
uniformément dans tout intervalle complètement intérieur 
à un intervalle de continuité. 

Au n° 3 il est dit en particulier que la fonction / est bornée ; on 
renonce parfois à cette restriction pourvu que |/*|ait une intégrale. 
Rien dans nos raisonnements ne supposant qu'il s'agisse d'une 
fonction bornée, la conclusion indiquée reste exacte pour ces 
fonctions non bornées satisfaisant aux conditions de Dirichlet. 

Dirichlet énonçait cette condition :/n'a qu'un nombre fini de 
points de discontinuité. Cette condition lui était indispensable 
parce qu'à l'époque de Dirichlet on ne savait pas intégrer les 
fonctions n'y satisfaisant pas. Pour se débarrasser en partie de 
cette restriction, Dirichlet a étendu quelque peu la notion d'in- 
tégrale et l'a appliquée à certaines fonctions ayant une infinité 
de points de discontinuité. Ces travaux de Dirichlet ne nous sont 
parvenus que par le Mémoire de Lipschitz déjà cité. Les travaux 
de M. Jordan ont permis de laisser entièrement de côté la restric- 
tion de Dirichlet, de sorte que le théorème reste exact si, par 
fonction satisfaisant aux conditions de Dirichlet, on entend 
une fonction / qui ne cesse d'être croissante pour devenir décrois- 
sante ou inversement qu'en un nombre fini de points et, de plus, 



(*) Comptes rendus, 1881. 
( 2 ) Journal de C relie, t. 4. 
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telle que \f\ ait une intégrale. Notre démonstration est valable 
pour ce cas. 

II. — Applications diverses. 

M. Formule de Fourier. — Les résultats obtenus jusqu'ici sont 
relatifs à la convergence de l'intégrale 7tS„ 



sin(2/i-+- i)- 



2 sin 



quand /i augmente indéfiniment. Nous avons vu que la limite de 
cette intégrale restait la même quand on l'étend de P à y au lieu de 
l'étendre de a à arc + a, pourvu que Ton ait p < x < y < P -h 27:. 
Il existe toute une classe de fonctions ©(/', 8) des deux va- 
riables n et 8 qui jouissent des propriétés suivantes : i° pour 
une certaine valeur x de 8 la fonction o(/î, 9) croît indéfiniment 

ç(fl, 6) rf6 tend vers zéro avec n pourvu que x n'ap- 

r 

pardonne pas à l'intervalle (P, y); 3° au contraire cette intégrale 
tend vers une limite déterminée et non nulle quand n croît, si x 
est intérieur à l'intervalle (P, y); cette limite est alors évidemment 
indépendante de p et y. Ces intégrales ont reçu le nom d7/i/é- 
g raies singulières; dans beaucoup de cas on peut démontrer 
qu'une intégrale est singulière et rechercher sa limite en utilisant 
des raisonnements analogues à ceux qui ont servi à l'étude de Fin- 
tégrale singulière itS„. 

C'est d'ailleurs toujours par l'emploi des méthodes qui convien- 
nent au cas de tcS /# et, en particulier, par l'emploi des théorèmes de 
la moyenne qu'on a étudié les intégrales singulières plus générales. 
Le principal intérêt d'une telle étude c'est qu'elle permet de 
démontrer du même coup la possibilité de développer une fonction 
en série de Fourier et en d'autres séries particulières comme celles 
dont les termes sont des polynômes de Legendre ('). Je vais me 

(*) On pourra consulter à ce sujet l'Ouvrage déjà cité de M. Dini : Série de 
Fourier e altra reprezentazioni, etc.. et le Tome II du Cours d'Analyse de 
M. Jordan. 
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contenter ici d'étudier l'intégrale de Fourier très voisine de l'inté- 
grale tcS w . On a 



f /(0)sin/i(a? — 0)cot" 

a 






/(0)cos/i(# — 9)û?0; 
a 



du théorème de Rieman, sur la limite des modules des coeffi- 
cients des séries de Fourier, il résulte que la dernière intégrale 
de l'égalité précédente tend vers zéro quand n croît. Par suite, 
s'il s'agit d'une fonction /n'ayant que des points de discontinuité 
de première espèce et dont la série de Fourier est convergente, 
on a 



lim f 



X — O . A T 



/(6)sin/i(^ — 0)cot — — dO = ~ \f(x ■+- o) -h /(a? — o)]. 



•2 



Supposons en particulier que f soit à variation bornée ; alors il 

en est de même de __l tang et l'on peut appliquer à cette 

fonction la formule précédente, ce qui donne 



Jim f 



/^sin/i(#— 0)rf0 = *[/0-4-o)+./0— °)J- 



Jusqu'ici nous avons supposé que/(6) était de période 2tc et 
alors le choix de a importait peu; si/ (6) n'a pas la période 27i il 
faut prendre a de telle manière que x soit intérieur à (a, 2ir -+- a). 
Pour rendre fixes les limites de notre intégrale remarquons que, si 
j /(6) | existe et a une intégrale dans ( — oo, H- oo) ( * ), on a 



IX 



x — 

tlZ-hOL 



-Ul.^ sinw(a; ~ 6)rfe h^X" l/(e)|d6; 

pour p>>2 7r-|-a la première intégrale du second membre tend 



(') L'intégrale dans un intervalle infini se définit comme dans un intervalle 
fini, de sorte que / n'a une intégrale que si |/| en a une. 
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vers zéro quand n croît, car x est extérieur à (au 4- a, jï); d'autre 
part on peut prendre (3 assez grand pour que la seconde intégrale 
du second membre soit aussi petite que l'on veut; donc l'intégrale 
du premier membre tend vers zéro quand n croît. 

On peut raisonner de même pour l'intégrale étendue de — oo à a ; 
cela nous donne le résultat suivant : 

Si /(ô) est à variation bornée clans ( — oo, H-oo) et si 

I |/(S) | d§ a un sens, on a, en tout point régulier, 

lim f I^si n/l (x--b)d<) = -[f(x-i-o)-hf(x--o)]. 

Cette formule est connue sous le nom de formule de Fourier. 
Il serait facile, bien entendu, de la démontrer dans des cas plus 
généraux et de la démontrer directement; il serait facile aussi 
d'étudier la convergence uniforme, quand n croît, de Y intégrale 
de Fourier qui figure au premier membre de la formule. 

Fourier a obtenu sa formule sous une autre forme qu'il est 
intéressant de connaître: je ne la démontrerai que dans le cas 

très simple où / \f(^)\d§ a un sens et où il n existe qu'un 

* - « 
nombre fini de points en lesquels /(0) cesse de croître pour 

décroître, ou inversement; on supposera de plus comme plus haut 

que /* n'a que des points réguliers. 

Remarquons que Ton a 



i r 0) r n 

: — = I cosv(x — 8Wv, 

— 6 ^0 



sin/i(x — 0) 
x 



de sorte qu'on peut écrire l'intégrale de Fourier F„ sous la forme 

*+- r * 
F«= / / y\0)cosv(.r— 0)rfvc/8 

= lim / / /(6^cosv(x — 6)<ttrfv. 

Donnons à v une valeur quelconque, l'intégrale 
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a une limite poup» a = oo qui est / /(6) cosv(.r — 6)û?8«tla 

différence entre l'intégrale et sa limite est bornée, quels que 
soient a et v; nous sommes donc dans un cas (n° 12) où Ton a 

I ! /(O)cosv(x — 0)^6 <fv 

/ /(8)cosv(# — 0)rf8 rfv. 

Remplaçons maintenant la variable discontinue /i, par une 
variable continue qu'on notera n + ^,(5<i);ona 

F /l+s — F„ = f f /(6)cos(n-*-v)(a? — 8)rf8rfv. 

*/ «^— oo 

Partageons l'intégrale de — oo à 4- oo, qui figure dans cette for- 
mule, en des intégrales prises respectivement de — oo à — a, 
de — a k -f- a, de « à + oo. On peut faire en sorte que la première 
et la troisième aient une somme inférieure à P en valeur absolue. 

M 
Quant à l'intégrale de — a à -h a. elle est de l'ordre de > 

M étant fixe (n° 27). Donc, puisque z est inférieur à i , 

P peut être pris à volonté, M est indépendant de <?, donc F„ +z 
et F,j ont la même limite. Par suite : dans les conditions indiquées 
on a, jjl étant positif quelconque , 

-[/(* + *)+/(* — °)1= ,im / / /(O)cosvO — 8)</8rfv (i). 

(*) On écrit généralement le second membre sous la forme 
f f /(8)cosv(a?--ô)tf8tfv, 

mais, avec les conventions adoptées ici, du fait que / ©(v)d'v a une limite 
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Vi. Formula somntatoires. — On a vu que l'intégrale 
»in(2/i -H i) 

»«- / , ,_; /( 9 > rfe 

j» sin 

imiil, pour // :», une limite indépendante de l'intervalle auquel 
ou IVlend, pourvu cependant que cet intervalle et la fonction /( 9 ) 
*iiti»f<i*H<*nt a certaines conditions. Dans ce qui suit, on va sup- 
poser, ci 1 qui sera bien suffisamment général, /(8) à variation 
bornée, niais on ne supposera plus/(8) périodique. Quelle est la 
limite de l M , si on étend cette intégrale à l'intervalle (A, B)? 

Ton! d'abord on peut toujours supposer B — A multiple de 2tc, 
car, si cela n'était pas, et si B f — A était un multiple de air, 
H, étant supérieur ù B, on pourrait étendre I» de A à B,, à con- 
dition de faire/(0)=^o dans (B, B,). Ceci posé, partageons (A, B) 
eu t Ai A \ % kn) % { A -f- att, V + 4^0, . . . et appliquons à chacun de 
ee* intervalles les résultats trouvés, nous obtenons 

Km 1 »- /^i)+/l^i+.— J[»/lA) + ?/(B)], 

%*V v*v , « , étant les \ «leurs congrues à x suivant le module 2tc et 
intérieures à ^ \* BV a ^ou Jï > étant égal à i ou o suivant que A (ou B) 
est ou non congru ù x suivant le modules. Si l'on remarque que 

- U est I» somme des h premiers termes d'une série analogue à la 

série de Fourier* on a* en désignant par S la somme figurant au 
second membre de l» formule précédente» 

\pi*U\juou> cette formule au cas où V = o. R=: j wt^ puis faisons 



v > 
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le changement de variable qui remplace — par » nous aurons, 

pour x = a, 

-hf(a-i- n — ia>) -h -/(a+nw)= S, 
S-^/(0*H-i2jTV(Oco.-^l£>*; 

cest la formule somma toire de Poisson. 

Cette formule est employée au calcul de S ou au calcul de Ter- 
reur commise en prenant wS pour valeur approchée de Tinte- 
ra 

grale / f(t)dt) aussi est-il utile de pouvoir apprécier Tordre de 

grandeur des termes de la série du second membre. Ces termes 
sont analogues à ceux d'une série de Fourier, on aura leur ordre 
de grandeur par les procédés indiqués précédemment (n° 27). 

Admettons, en particulier, que f ait des dérivées continues, au 
moins jusqu'à Tordre im\ alors chaque terme pourra être trans- 
formé par des intégrations par parties successives et Ton utilisera 
des égalités telles que la suivante : 



t ) cos xp TZ - dt 



En posant 

où B a est le a ième nombre de Bernoulli, nous trouvons 

S_Ijf*/(0* 

= Y t [/'(b) -/•(«)]»»-¥»[/-(*)-/-(«)]«» + ... 

-+- (- i)'«-' Y îm [/>»'«-'; (b) — /i*'»-D a] (o«'« -t- (—1)'» R„ 
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et 

« If 

p=ï a 

C'est la formule sommatoire d'Eulèr et Maclaurin. 
Pour l'appliquer, il est bon de remarquer que l'on a 



|R,„|<Y 2m io*'« / |/»*»(Ol«a 



de sorte que, quand f(' lm î a un signe constant, le reste R m est au 
plus égal, en valeur absolue, au dernier ternie régulier conservé. 

La formule d'Euler et Maclaurin s'applique facilement dans 
deux cas : quand y est indéfiniment dérivable et que R m tend vers 
zéro quand m croît, alors la formule conduit au calcul d'une série 
convergente; quand cette série existe, mais est divergente, elle 
peut encore servir au calcul si ses termes commencent à décroître 
pour croître ensuite, car on obtient alors une valeur approchée de 
la quantité à calculer en prenant la somme de tous les termes 
jusqu'au plus petit. Ce procédé, qui n'est légitimé ici que si la 
dérivée / (amJ correspondant au reste négligé est de signe constant, 
est employé, comme l'on sait, pour beaucoup de séries divergentes, 
la série de Stirling par exemple. 

L'emploi de la formule sommatoire d'Euler et Maclaurin sup- 
pose que l'on a calculé les Y 20t et les B a ; ce calcul peut se faire 
à l'aide de la formule même. Si l'on y fait /(8) = 8 am , a = o, 
6==i, u> = i, on aura une formule de récurrence entre les ni 
premiers nombres Y 2/w . De cette formule on déduira facilement 
que les Y et les B sont rationnels. 



43. Sommes de Gauss. — Dirichlet a fait connaître un procédé 

s = n — 1 s = n 1 

de calcul des sommes de Gauss, \* cos^^-, V sin^-^-, qui 

s = s = 

utilise la formule de Poisson [Journal de C relie, t. 18 et 21). 

Les sommes à calculer constituent la partie réelle et le coeffi- 
cient de i dans l'expression 

S=^/(o)+/(^.7:)4-/(4-)H-...4-/(ï7r=li:)-*-i/(îiiiir), 
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où l'on a pris /(0) = e inn . La formule de Poisson s'applique à 
cette fonction /*, parce qu'elle supplique à sa partie réelle et à sa 
partie imaginaire; cette formule donne 

/iniz if* "L ^2/171 if* 

e 2/nr^_ f _. 2 V / e 2mz cos ptdt. 

'™ 1 Jq 



Supposons d'abord n multiple de 4> auquel cas e 2 ==i, ce 
qui permet d'écrire 



, 2/iTT it* /t 2nTZ if* 



I e*™ cospt dt=l e* 7 ** ( e'P* -h e-*>< ) dt 

«A> 

J / ,2n7T i _ v , /»înU i , s _ ,, 

f <?*** ' dt-h I e*»* r t 

o */d 

~l/>H-2)n7t i q, ~(—p+l)nlz _i_ A» 

= / **"* û?8-f- / e*** ^6. 



La somme S^ des /? -+- i premiers termes de la formule de Poisson 
peut donc s'écrire 

~\p + i)nn _#_0*_ ~(p + \)nTZ i6» 

J—pmz J—(p + \)mz 



Or, en posant = £, on a 



ûfc 



J-h 2 Wo V* ^o /* 

si donc on pose 

*—dt = i (i), 
yt 



(') Pour démontrer l'existence de la limite, il suffit de démontrer l'existence 

. •• • /* A cost ,, r A s\nt . . ,, , i j i 

de limites pour / — — dt et / — — - dt; si Ion s'occupe, par exemple, de la 

t-'O \t J (S \t 

seconde intégrale, on vérifiera facilement que la série 



Jq yt «Ar y* J<ltz sjt 



est à termes alternés, indéfiniment et constamment décroissants en valeur absolue. 
L. 6 
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on a 

•21: S = limS ; , = 1% /*«/iir, S =1/ — *" 

Pour n = 4 7 par un calcul direct onaS = 2(i4-t); d'où a, puis 
la formule générale qui donne S, 



2(1 



*) = 1/ -a, * = (i-h/)i/-, S = //t(i-w). 



Pour passer au cas où /i n'est pas multiple de 4 > posons a\ec 
Dirichlet 

* -0 
m et n entiers, /? positif. Remarquons que Ton a 

i° f(m', /i) = f(ni, /i) si m'==m (mod/t). 

On a encore, si c est premier avec /1, 

'2° <p(m, /i) = ç(c 2 /h, /i): 

en effet, les restes des divisions — (s = o, 1 , . . ., /i — 1) étant tous 

différents, sont égaux à o, 1 , . . ., n — 1 . Les termes qui composent 
les deux membres sont donc les mêmes, à Tordre près. 
Enfin, si m et n sont positifs et premiers entre eux, on a 

3° o(m, /i)cp(n, /n) = <p(i, m/i)-! 

en effet, le premier membre est égal à 

.« — « — 1 , f = m — 1 «_. s — n— l, t = m- l , _. 

2. . _ „. 17CI . . 2tw 
(«'.ï'+BM'l ^1 /«A - -4-/1*1* 

e mn — ^ e mn ^ 

JssO. f =0 * = o. f = o 

et les restes de sont égaux a o, 1 , .... mn — 1 . 

mn ° 7 7 7 

Ceci posé, on a, pour n = o (mod 4), 

Soit w = ±i (mod 4)> on a, d'après 3°, 

<p^4, /»)<?(«» 4)= o^i, J/O = -2(i -+- *)/»• 
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D'après 2°, on a 

«p(4, /i) = 9(i t i»), 
puis, d'après i°, 

<p(/i, 4) = <pO,4) ou <p(3,4), 

suivant que /i est congru (mod4) à -+- i ou à — i; <p(i, 4) 
et 9 (3, 4) se calculent directement, on trouve 

<p(n 7 4) = a(i-f- i) OU '2(l — ï) 

et 

çp(i, n) = yjn ou * <fn. 

Supposons enfin n pair et - impair, d'après 3°, 



H 2 ' *) *(«' / = ? (,, ' l ) ; 



après r 



*(ï' 2 ) =?( , '' 2 ) = °' <p(i,") = o. 
La formule 

j = n — 1 s = n — 1 

2 2^ a • V* ■ 21t . l-hi n /- 
COS S 2 — t > sin S 1 = r y ^ 

A'=0 Jf=0 

résume les résultats obtenus qui ont été donnés par Gauss comme 
conséquence de ses recherches sur les équations de division du 
cercle (Disquisitiones Arithmeticœ, n°356). Toutefois, il subsis- 
tait une indétermination relativement au signe du radical; Gauss 
a levé cette indétermination de diverses manières et, en particulier, 
par l'emploi de formules d'interpolation trigonomé trique. 



CHAPITRE IV. 

SfcKIKS DE l'OUKIER QUELCONQUES. 



I. - KxiHTKNCK DK SERIES DE FoUIUER DIVERGENTES. 

it, luremple de fonction continue dont la série de Fourier 
ne cons x crpe pas partout. — Paul du Bois-Reymond réussit le 
premier a construire des fonctions continues dont la série de 
Fourier m» converge pus partout (M. 

I /étude du très remarquable Mémoire de Paul du Bois-Reymond 
doit être recommandée à tous ceux qui veulent approfondir les 
que*tiou* relut i\ es a la eomergence et à la dixergence des séries de 
Fourier» Du Bois-Reymond y introduit une notion que nous n ? a\ons 
pan eu Poecusion d'utiliser : la notion de type d*infinitude d J une 
Jonction fyt^ </ui croit indê/initncnt acer t ( x *). 

Pour les fonctions continues qu'étudie du Bois-Reymond, fonc- 
tions toutes spéciales et formées par un procédé très particulier il 
e*t \i\Hx c'est par la comparaison de types d % intinitudes qu on peut 
dévider de la conxergence ou de la divergence. Il y a là un fait 
dont de\i\*nl >ans doute tenir compte ceux qui \oudraient essaTer 
d obtenir des conditions de di\ergenee des séries de Fourier. 

le ne donnerai pa> ici les fonctions à séries de Fourier diver- 
gente^ construites par P. vlu Bots-Revmond: leur définition et leur 
étude MUtl a<sc* cv»mplivjuees. IV l exemple général de du Bois— 
Ueviuoudx XL Schwar* a doduit un exemple plus particulier et plus 



\ Ml. îW * 
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simple qu'il a fait connaître dans ses Cours et qu'on trouvera dans 
la Notice de M. Arnold Sachse déjà citée (n° 15). 

Voici un exemple un peu plus simple que celui de M. Schwarz 
duquel d'ailleurs il diffère peu. 

Soient Cj, c 2 ... des nombres tendant vers zéro; soient /i , /i|, 
/i 2 , . . . des entiers impairs croissant indéfiniment, posons 

a(k) = /i /ii/is/i3. • ./i/o 

et désignons par I* l'intervalle — —. > -*^j- • Définissons une 

. v \a(k — \) a(k)\ 

fonction continue par la condition que l'on ait f(œ)=f( — x) et, 

dans 1*, en conservant les relations des n os 33 et suivants, 

/ x . r , , x ï sin t 

*(t) = c,<sii\[a(k)t] — . 

/{x) est ainsi entièrement déterminée pour x assez petit, on la 
définira ailleurs par la condition qu'elle soit partout continue et 
de période 2 7t. Pour cette fonction, on a 



_ f* <p(nsin(a/i -+- \)t , 
~ / sin t 



TCS W = / 

V 1 r sin (2/1 -4- i )t sin \a(k)t] , 
= e„-h y^Ck j y - L * dt, 

i , il-* a(k ) — i 
£,, tendant vers zéro avec - • raisons n = =. v*. 

7uS Vfc = ÊVfc-^- / 
«/il 



■» ti ( k 



' o{t) sin \a( k )t] ■ 



/ s,n ' 



P = k 

"sin[rt( k)t]s\n[a(p)t] 



A *U 



dt. 
t 



La première intégrale tend vers zéro quand k croît, c'est le 
résultat d'un calcul déjà fait; étudions les autres. Pour p^ék, on a 
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Pour p = Xr, on a 






I /' cos[2a(X:)0 



< a(k) i 



d'après l'inégalité du n° 25. 

Donc, on a, ti* n'augmentant pas indéfiniment avec £, 

P =k-i 
*|S Vfc |^ \c k \ lln k — ^ I^K.A^-hii*. 

P = i 

Si donc on fait en sorte que 

p — k— 1 

^k A -K"A— ^ I c pI-C"/> 

augmente indéfiniment avec k, la série de Fourier de f sera 
divergente pour t = o. Or cette condition est facile à réaliser; 
on pourra prendre, par exemple, 

|c*|-Oa=4*P, c k = ^, d'où n A =(eP)»*. 

Pour P = 4^3, /ia= 3 8/r sera bien impair. 

45. Remarques sur la convergence des séries de Fourier. — 
On peut rattacher l'existence de séries de Fourier divergentes à 
une remarque immédiate qu'on peut énoncer ainsi : 

La limite supérieure Mp(n.)de la valeur absolue des 
(n-\-i) ièmes sommes S„ des séries de Fourier des /onctions f(x), 
telles que Von ait constamment |/|£M, croit indéfiniment 
avec n. 

On a en eflfet 

1C , il /* 7C sin(-2Ai-hi)* - 

|S„|=- / \ f(x + 2t)dt 
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cette limite Mo(ai) est atteinte quand f(oc-{- it) est la fonction 
discontinue /1 égale à dz M et de même signe que ! — • Il 

résulte de là qu'on peut s'approcher autant qu'on le veut de cette 
limite en prenant pour f des fonctions continues comprises 
entre ±Met tendant vers/', (n° 12); on peut d'ailleurs supposer 
que ces fonctions f sont à variation bornée et sont des fonctions 
paires comme /,, c'est-à-dire telles que f(x-ht)=f(x — t). 
Reste à étudier p(n). 

Considérons les intervalles dans lesquels |sin(2/i -h i)*| sur- 
passe -• TtTT-^ » tc T-r- : est un tel intervalle: sa contri- 

r 2 [ b(in-hi) b(in-hi)] ' 

bution dans o n est supérieure à 

^J 61» -i 2 t nz^-bp -4- i '27r^\ 6p -+■ I / 

7T ' 

6(2/1-1-1) 

p, t est donc supérieure à la somme des 2/1 -+- 1 premiers termes de 
la série dont le terme général est 

H 27T^\ bp-\-l/ 

Or cette série est divergente, car p u p tend vers la limite % - quand p 
croit, donc p« croît indéfiniment avec n. 

A cette remarque j'en ajoute une autre qui ne diffère d'ailleurs 
pas du premier théorème du n° 34. 

Si Von a constamment \ f | <M et si, dans (x — A, x -+- A), 
on a f= o, on peut tracer pour |S ;/ (^ )| u ^ e limite supé- 
rieure de la forme MR(A). 

En effet, dans ces conditions, on a 

- ZE 

S /i (o7o)h=- / — . , — 9(t)dth / -^— = MR(A). 

2 î 

46. Autre exemple de série de Fourier divergente. — Je pose 

f(.v) = s,/, (n t x) -h ZifiiriiX) -h z 3 f z (n 3 x)-*-... 

= F />(^) -*-s/m-i //^-hi(/i/>-»-i^)-i-. .. ; 



88 CHAPITRE IV. 

dans cette expression les e/ sont positifs et la série N e, est conver- 
gente et de somme inférieure à i, les fonctions // sont des fonc- 
tions de période ait, continues, paires, à variation bornée et infé- 
rieures à i en valeur absolue. De plus, l'une au moins des sommes 
de la série de Fourier de £///(/) doit, pour t = o, surpasser i -+- i 
quand on la prend en valeur absolue ; soit pi l'indice d'une telle 
somme. Quant à /?/, c'est le plus petit des indices des sommes de 
la série de Fourier uniformément convergente de F/_,, à partir 
duquel ces sommes, prises en valeur absolue, ne surpassent pas i . 
Dans ces conditions, il est évident que f est continue et de 
période 27: et que, pour x = o, la somme d'indice ni pi de la série 
de Fourier de /, qui est égale à la somme correspondante de F/, 
a une valeur absolue supérieure à i. La série de Fourier de f 
diverge pour x = o. 

47. Existence de fonctions continues représentâmes par leurs 
séries de Fourier non uniformément convergentes. — Consi- 
dérons des valeurs a = Tz, a { , a 2 , ... positives, décroissantes et 
tendant vers zéro. l p désignera l'intervalle (a 2p , a>i P -\ ), oc p sera son 
milieu, ih p sa longueur. f P {oo) sera une fonction de période 2tt, 
continue, à variation bornée, et telle que l'on ait \pf P \ <i. De 
plus, en x p , l'une des sommes, prise en valeur absolue, de la 
série de Fourier de f p surpassera p -\-~R(h p ) (n° io); soit p p l'in- 
dice d'une telle somme. Alors, si f(x) est une fonction impaire, 
continue, de période an, à variation bornée sauf autour de x = o, 
et, quel que soit /?, égale à f p dans l p , sa série de Fourier 
converge partout, même à l'origine puisque cette série ne con- 
tient que des sinus. Cependant cette série n'est pas uniformément 
convergente autour de x = o, puisqu'en x p la somme d'indice \x p 
de cette série surpasse p quand on la prend en valeur absolue, 
d'après le second énoncé du n° 4o (' ). 

Nous venons de construire des fonctions présentant une cer- 
taine singularité à l'origine : à l'aide de séries construites à partir 



(') Les raisonnements qui précèdent peuvent être utilisés pour l'étude de déve- 
loppements plus généraux que les séries de Fourier (voir H. Lebksgue, Comptes 
rendus, 17 novembre 1905). 



~— -~\ 
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de ces fonctions nous pourrions obtenir de nouvelles fonctions 
pour lesquelles la singularité considérée se présenterait pour tous 
les points de certains ensembles. Mais il paraît plus difficile de 
savoir si l'on peut faire en sorte que la singularité considérée se 
présente partout, c'est-à-dire de répondre à ces questions : Existe- 
l-il des fonctions continues dont la série de Fourier est divergente 
partout? Existe-t-il des fonctions continues dont la série de Fou- 
rier est partout convergente, sans être uniformément convergente 
dans aucun intervalle ( ' )? 

Je signale une autre question analogue : on a vu qu'il existait 
des fonctions sommables, non intégrables au sens de Riemann 
dans (o, 2 11) et qui sont représentables partout par leurs séries de 
Fourier convergentes; existe-t-il de telles fonctions qui ne soient 
intégrables au sens de Riemann dans aucun intervalle? 



II. — Sommation des séries de Fourier divergentes. 

48. Procédé de Poisson. — A l'époque de Poisson, contempo- 
rain de Fourier, la convergence des séries de Fourier n'était pas 
démontrée; de plus, on ne distinguait pas encore soigneusement 
les séries de Fourier des autres séries trigonométriques et il arri- 
vait fréquemment qu'un calcul analytique conduisait à une série 
trigonométrique divergente. C'est ainsi que, si l'on dérive terme à 
terme l'égalité 

t. — x x^ s ' n nx 

-5- =2,-5- «»<*<«<>. 

on obtient l'égalité toute formelle 

= ^ cosn.r, 

dans laquelle le second membre est une série divergente (n° 21). 



(*) Dans une Note des Comptes rendus (29 décembre 1902) M. Slekloff a 
indiqué que la réponse à 1h première de ces questions étail, pour lui, négative. 
La démonstration de cette propriété n'a pas encore été publiée et les renseigne- 
ments que contient la Note citée sont insuffisants, à* ce qu'il me semble, pour 
permettre la reconstitution de cette démonstration. 
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De sorte que, ou bien il fallait renoncer à l'emploi de ces séries 
divergentes simples bien qu'elles n'aient jamais trompé dans les 
cas où on les avait employées : c'est le parti qu'on a pris générale- 
ment à la suite de Cauchy et d'Abel; ou bien il fallait adopter un 
procédé de sommation des séries autre que le procédé ordinaire : 
c'est le parti que prit Poisson. 

Pour sommer la série 

-a -h ^ (a H cosnx h- b n s'innx), 

Poisson considère la fonction 

/(r, x) = - a +\r"(a„ cosnx -h b„ sinax), 

qui existe, pour /<i, dans tous les cas qu'il considère, et il con- 
vient que la somme de la série pour x = x {) sera, par définition, 

f(x Q )= lim/(r, x ) (*). 

r=l 

S'il s'agit d'une série de Fourier, /(r, x) existera toujours 
pour /• < 1 . Les considérations du Chapitre H montrent que le 
procédé de Poisson permet de remonter de la série de Fourier à la 
fonction correspondante, en tous les points réguliers de cette 
fonction, s'il s'agit d'une fonction bornée n'ayant qu'un nombre 
fini de discontinuités (n" 31 ). M. Schwarz, auquel est due la démon- 
stration rigoureuse de ce résultat, l'a étendu à des cas plus géné- 
raux. 

49. Procédé de Riemann. — Admettons une propriété qui va 
être bientôt démontrée (n° o3) : toute série de Fourier est inlé- 

grable terme à terme. L'intégrale F(x) = f /(x) dx de la fonc- 


tion somma ble /(x) sera donc égale à 

F(x) = -a x +7 -[a n sinnx — b n (cosnx — i)J, 
les a n et b n étant les coefficients de la série de Fourier de/". 
(») Journal de l'École Polytechnique, 18 e Cahier. 
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Or, quand on connaît F (#), on en déduit /(#), en tout point 
où /est la dérivée de F, c'est-à-dire en tous les points sauf en ceux 
d'un ensemble de mesure nulle (n° H), par l'emploi de formules 
telles que 

r , x .. F(x-hh)—F(x) ,, , .. Y(x -H h) — F (a?— h) 

L'emploi de la seconde formule est préférable, parce qu'elle 
permet de calculer/ en tous ses points réguliers. Avec cette for- 
mule, on a 

a x i- r * v^sinn/i, , 1 ,. 

/(x) = lim -a -f- > 7— (a n cos n x -h b n %\wnx) = Iim p^, 

en tous les points où notre procédé de sommation s'applique. Pré- 
cisons quels sont ces points : ce sont d'abord ceux déjà nommés 
pour lesquels /est la dérivée de F; mais ce sont aussi les points x 
tels que la fonction de A, f(x -+- h) -+-f(x — h) — if{x), qui 
est nulle pour h nul, soit la dérivée de son intégrale indéfinie. Si 

l'on se rappelle que cette fonction a été désignée par cp ( - U on 

pourra conclure que le procédé de sommation qui vient d'être 
indiqué peut être appliqué en tous les points tels que l'inté- 
grale indéfinie de ©(/) a une dérivée nulle pour t=o, et en 
particulier pour tous les points réguliers de la fonction f et en 
tous ceux où f est la dérivée de son intégrale indéfinie, 
La série 

?i (^) -+- rpi(^) — pi(^)] -+- rpi(^) — Pi(aoi -*-• • • 

fournit donc une représentation analytique de la fonction f{x) 
valable partout, sauf pour un ensemble de valeurs de x de mesure 
nulle. Comme on peut écrire cette représentation dès que l'on 
connaît la série de Fourier de /, il en résulte qu'une fonction est 
déterminée, sauf pour un ensemble de valeurs démesure nulle, 
par sa série de Fourier (n° 24). 

La série qui représente F(^) est uniformément convergente 
(n° 53), donc on a, si §{x) est l'intégrale de F(.r) étendue de o 
à x, 

J(#) = T a # 2 -t-^ I ; (#» cos/ia? -f- 6 /t sin/u?) -i — ^ H -x . 
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Or (n°6)/(#) est la limite, pour h = o, de 

$(x -+- h) -f- ${x — h) — i§(x) 
p =&h(x) 

en tous les points où s'applique le procédé de sommation; donc 
nous pouvons remplacer dans nos énoncés p^ par 



&/i(x) = - a — z^\ £— ) (a n cosnx -h 6 n s\nnx). 



Ce nouveau procédé de sommation est celui qu'a indiqué Rie- 
mann. A la vérité, Riemann ne se proposait pas, comme le faisait 
Poisson, de sommer des séries trigonométriques divergentes, mais 
il a démontré, comme on le fera plus loin (n° 58), que ce procédé 
peut remplacer le procédé de sommation ordinaire partout où 
celui-ci s'applique, et c'est à l'étude de ce procédé de sommation, 
plus simple à plusieurs égards que le procédé ordinaire, qu'il a 
consacré son célèbre Mémoire Sur la possibilité de représenter 
une fonction par une série tri go nomé trique. 

Il faut observer que si /est toujours compris entre m et M il en 
est de même des rapports 

F(x-hh) — ¥{x— h) _ £(*?-+- h) -{-rj(x — h) — oJ(x) 
p * = ÏÂ ' Ah= W ' 

puisque F et -T s'obtiennent en intégrant une et deux fois la fonc- 
tion f (n" 11). De plus, pour la même raison, si f est compris 
entre m et M dans (a — h , A -h A ), pA et &h sont encore compris 
entre m et M, pour h < A . Donc p^ etM/i sont toujours compris 
entre les limites inférieure et supérieure de f et ils tendent 
uniformément vers f dans tout intervalle (a, (3) où f est con- 
tinue; car, si f est d'oscillation au plus égale à e dans tout intervalle 
de longueur 2A intérieur à (a — A , b -+- A ), pour A < A les 
quantités p/ t et R/, diffèrent de/ au plus de e, dans (#, b). 

50. Procédé de M. Fejér. — Les deux procédés du numéro 
précédent rentrent comme cas particulier dans les procédés géné- 
raux de sommation des séries divergentes que M. Borel puis 
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M. Mittag-Leffler ont employés récemment pour l'étude des séries 
entières. On sait que ces procédés conduisent à attribuer à la série 

Uo-h «1 + Mj + ... 

une somme définie ainsi : considérons la série 

«o ( à ) u -+- a x ( h ) U) -f- a 2 ( h ) a 2 -+- . . . , 

les coefficients ai (h) tendant vers zéro quand * croît pour A diffé- 
rant d'une certaine valeur singulière, o par exemple, et se rédui- 
sant tous à i quand h a cette valeur singulière. Si les ai(h) sont 
convenablement choisis, cette série sera convergente. La limite, 
que je suppose existante, vers laquelle tend sa somme quand h 
tend vers la valeur singulière est, par définition, la somme de la 
série proposée. Bien entendu les ai{h) sont assujettis à plus de 
conditions que je n'en ai énoncées, le plus souvent ces coefficients 
sont entièrement déterminés; quant au paramètre h il est pris 
continu ou discontinu suivant les cas ( l ). 

L'exemple le plus simple de ces procédés de sommation, celui 
qui est le plus ancien, c'est le procédé de sommation par la moyenne 
arithmétique, qui consiste à attribuer comme somme à la série 
considérée, dont les n -+- i premiers termes ont une somme S,,, la 
limite pour n = <x>, quand elle existe, des quantités 

So+ S|+. . .-f- S w — i 
""= n 

= „,+ «,(.-1) +«,(.- £)+. ..+ «„(.- J). 

Ici le paramètre h est discontinu, il est égal à — • Cette méthode a 
été employée tout d'abord à la sommation de la série 
o -h cos# -+- cos^a? -+- cos3a? -H. . . , 

que nous avons déjà rencontrée (n° 48). Alors 
sin(*2/i -+- i)- 

s "- ~ ï' 

'2 sin — 
•i 



( l ) Pour plus de renseignements sur ce sujet, voir, par exemple, les Leçons sur 
les séries divergentes de M. E. Borel. 
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ce qui conduit à attribuera la série la somme — -» sauf pour x = o, 

cas auquel nos calculs ne s'appliquent pas (d'Alembert, Opuscules 
math., t. IV, p. 1 56 et suiv.). 

M. Fejér a pensé à appliquer cette méthode à toutes les séries 
de Fourier (Math. Ann., t. LV1I1); alors on a 



Sn ~ f ~rJ iî777 * {t)dt \ 

ZF 
- 1 /"* /sin/i/\* . . 

<!„—/ = / ( — : Q(t)dt. 

J ni:J \ smt I rv 

Je vais démontrer que la méthode de M. Fejér permet la som- 
mation de la série en tous les points pour lesquels \ ®(t) | est la 

dérivée de son intégrale indéfinie $(/)== / \v(t)\dt, pour 

t = o, c'est-à-dire en tous les points pour lesquels 4>'(o) = o (*). 
Faisons d'abord une remarque très simple. On a 

So-H Si -h...-»- S,,-! n — p S,,-f- S^-Hi-h.. .-+- S«-i /„^„\ 

°" = n +— n -i^T-p («>/>)> 

donc si, à partir d'une certaine valeur p de q, tous les S q sont 
compris entre /« et M il en sera de même de la limite, ou des 
limites, de v H . En particulier le procédé de sommation par la 
moyenne arithmétique s'applique toujours quand la série est con- 
>ergente; il est alors d'accord avec le procédé de sommation ordi- 
naire. 

Ceci posé, partageons l'intervalle ( o, - j en (o, a) et (a, ^)- La 

contribution de ( *> 7 ) dans t w — J est la moyenne des contribu- 
tions du même intervalle dans les diflerences S — /, S t — /, . . ., 
S*.! — f\ or la contribution dans S v — f tend vers zéro avec—* 
par suite la contribution de ( a. 7 ) dans t w — f tend vers zéro 



\ x \ J'ai démontré pour la première fois cette propriété dans un Mémoire Sur 
lu comvr^ejtœ t/es stries </e Foutïer* paru au\ Math. An*. % t. LXl-La méthode 
du texte est beaucoup plus simple que celle que j'avais employée tout d'abord. 
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avec -• Il suffit de s'occuper de 
rnz J \ suif / 4 

mzj \ smt } TV rnzj w \ sin* / TV 

în+l 

En remplaçant — : — par n dans la première intégrale et par 
dans la seconde, on trouve 



M Utt) «'>* 

s »»(_!1_) h- ! U (a) _*(^L_)l. 

1t \ •>, /i -+- I / . 1C L \ 2 /l -H 1 / J 



ttlt sin - 



Si, dans (o, a), on a constamment $(*)<8/, la plus grande des 

limites, pour /i = oo, est au plus -8 H j8a; et, comme on peut 

prendre 8 aussi petit que l'on veut, à condition de prendre a assez 
petit, il est démontré que <j /t — f tend vers zéro quand n croit 
indéfiniment. 

Si /est continue dans (a, 6), y compris a et 6, on pourra, ayant 
choisi 8 arbitrairement petit, prendre la valeur correspondante 
de a indépendamment de x dans (a, b) et alors les contributions 

de (o, a) et (a, - \ dans <j n — / tendent uniformément vers zéro 

quel que soit x dans (a, 6). Cela est évident pour la contribution 

de (o, a), et cela résulte pour la contribution de ( a, - J dans <r n — f 

de ce que la contribution du même intervalle dans S„ — / tend 
vers zéro uniformément. Avant de conclure remarquons que, si 
l'oscillation de f est toujours inférieure à Q, auquel cas | <p | est 
toujours inférieure à 2Û, on a 



l»»-/l 



rnzj \smt/ 
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Le multiplicateur de Q est ce que devient <x„ — / quand /est 
partout constante et égale à i sauf au point considéré où f= o; 
dans ce cas S,, — /et a>, — /sont, quel que soit /*, égaux à i; donc, 
le multiplicateur de Ù est égal à i et, dans le cas général, | <j, t — / | 
est au plus égale à Q. 

Ainsi, quand n croit, ies quantités <r n tendent vers f en tous 
les points pour lesquels 4>'(o) = o ; cr„ est bornée, quelque soit n, 
si f est bornée; <r n tend uniformément vers f dans tout inter- 
valle où f est continue. 

Or, pour que <J>'(o) = o, il faut que, pour t = o, | 'f (*) | soit la 
dérivée de son intégrale indéfinie et, puisque l'on a 

<?{t)=[f(x->r<lt)-f{x)\+-[f(x-lt)-f(x)], 

cela sera réalisé en particulier quand \f(x + 2t) — /(#) | et 
\/(x — 2t) — f{ x )\ seront, pour t = o, les dérivées de leurs 
intégrales indéfinies, c'est-à-dire quand |/(X) — /(a?) |, consi- 
dérée comme fonction de X, sera, pour X = x, la dérivée de son 
intégrale indéfinie. Or nous savons (n" 11) que cette condition 
est réalisée pour tous les points sauf peut-être pour ceux d'un 
ensemble de mesure nulle ; les sommes 37, ont donc des pro- 
priétés entièrement analogues aux sommes p^ et ^a- 

51. Nature de la divergence des séries de Fourier. — Je 
laisse de côté le procédé de Poisson, très peu étudié ici, et pour 
l'examen duquel on pourrait d'ailleurs utiliser les résultats des deux 
autres procédés (*). Ces deux procédés, et tous ceux qu'on peut 
déduire des procédés généraux de sommation de M. Borel (voir 
le § 2 du Mémoire de M. Fejér), fournissent des résultats équi- 
valents. 

Tous ces procédés montrent qu'une fonction / sommable est 
déterminée par sa série de Fourier et fournissent une représen- 
tation analytique de /, comme il a été dit au n° 49. Tous permettent 
de démontrer le théorème de Weierstrass sur la représentation 



(') Voir, au sujet du procédé de Poisson, un Mémoire de M. P. Fatou qui 
paraîtra dans les Acta mathematica. 
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approchée des fonctions d'une manière analogue à celle employée 
au n° 29(«). 

Le procédé de M. Fejér est particulièrement commode pour 
l'approximation des fonctions parce que les quantités a*,/ auxquelles 
il conduit sont des suites finies de Fourier et non des séries; nous 
l'utiliserons de préférence aux autres, sauf dans le Chapitre V 
consacré à l'étude du procédé de sommation de Riemann. 

Voici des conséquences évidentes de nos résultats : 

Une série de Fourier ne peut être convergente en un point 
de continuité x de f(x) sans converger vers f(x ), ni en un 
point de discontinuité de première espèce x t sans converger 

vers ~[f(x t — o) -\-f(x t -h o)], puisque o" w (^ ) &*n{x\) tendent 

vers ces valeurs. 

Lorsqu } une série de Fourier est divergente en un point de 
continuité x ou en un point de discontinuité de première 
espèce x K la plus petite et la plus grande des limites des 
sommes successives de cette série contiennent toujours entre 

elles f(x ) ou [f(x t — o) — f{x\ H- o)], sans cela <r rt , dont la 

limite est comprise entre ces plus petite et plus grande limites, ne 

tendrait pas vers f(x ) ou -[/(*£< — o) — f{%\ -h o)]. Les points 

de divergence sont donc, en x et# l7 des points d'indétermination 
de la série et non pas des points où les sommes successives tendent 
vers -4- 00 ou vers — oo. Il en est d'ailleurs presque toujours ainsi. 
On a, en effet, en appelant L la limite supérieure de /, 




(!) Lorsqu'on utilise de la même manière le procédé de Poisson, supposé légi- 
timé par le raisonnement de M. Schwarz et non par celui du n° 31, on a la démon- 
stration du théorème de Weiersirass qu'a fait connaître M. Picard ( Traité d'Ana- 
lyse, t. I). 

L. 7 
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dans le dernier membre, le multiplicateur de L est ce que de- 
vient i n quand f{§) est constante et égale à i , donc ce multiplica- 
teur égale i. De ce raisonnement et d'un raisonnement analogue 
on déduit que <x w est comprise entre les limites inférieure et supé- 
rieure de /. 

Supposons maintenant que f soit comprise entre / et L quand 
on ne s'occupe que de (x — h, x -\- A), alors, en modifiant f à 
l'extérieur de cet intervalle de façon qu'elle soit partout comprise 
entre / et L, on ne modifie <r,i(x) que d'une quantité qui tend vers 
zéro quand n croît, donc : les limites inférieure et supérieure 
de la fonction f au point x 2 comprennent entre elles toutes les 
limites vers lesquelles tendent <T n (x 2 ) quand n croit indéfini- 
ment. Par suite, l'intervalle, qui a pour origine et pour extré- 
mité la plus petite et la plus grande des limites des sommes 
successives y pour x = x 2 , de la série de Fourier de f(x), a tou- 
jours au moins un point commun avec V intervalle qui a pour 
origine et pour extrémité la limite inférieure et la limite supé- 
rieure de f au point x«. 

III. — Opérations sur les séries de Fourier. 

52. Multiplication. — Pour pouvoir utiliser une série ir ne 
suffit pas de savoir lui attribuer une somme, il faut encore savoir 
effectuer sur elle certaines opérations simples. 

Il est évident que la série de Fourier de af -h 6/ 2 , a et. 6 étant 
des constantes, s'obtient par l'addition des séries de Fourier de f 
et f 2 multipliées respectivement par a et b. Il est plus difficile de 
former la série de Fourier de f i f 2 = F. Nous poserons 

/i~ - a -h 2u^ ap cos P x "•" bp sinpx), 

/î~ - *o+T] (*/>cqspx-h $j,sinpT), 

F ~ - A -f- \ ( A p cospx -+- B 7 , sinpx); 

nous nous bornerons au cas où f etf 2 sont bornées ce qui permet 
d'affirmer que F a une série de Fourier si f et f 2 en ont une. 
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Nous avons trouvé des cas où les coefficients a,, £/, a,-, (î/ for- 
ment des suites absolument convergentes, n° 28; alors les séries 
représentant j\ et / 2 sont absolument convergentes, on peut les 
multiplier terme à terme, remplacer les produits de cosinus ou 
sinus par des sommes algébriques de cosinus et sinus et grouper 
les termes ainsi obtenus d'une manière quelconque. Groupons 
ensemble les termes contenant cospx ou sinpx, nous obtenons, en 
convenant que a_*=a*, £_* = — 6*, 

A = ^a a -l- - ^ à (a p ct p -h b p $ lt ), 
P = \ 

OD 

(M) •• A„= - a q ;i -+- - ^ [a,> ( a /M -« -+• «/>-/t ) + &/* ( (W/< H- [iy, -„ )] , (/i^o), 

B« = - a P«-t- - ^ [«/*((&/>-*-« — (3,,_„) — bj^bp+n— b pn )\. 
P = \ 

Ces égalités ne sont jusqu'ici démontrées que si les séries N | a/ 1, 

^jI^'I' 2l a 'l' 2lP'l sont conver g entes et en particulier elles 
sont vraies quand ces séries ne contiennent qu'un nombre fini de 
termes non nuls, c'est-à-dire quand il s'agit de multiplier deux 
suites finies de Fourier. Elles sont vraies aussi quand une seule 
des séries de Fourier à multiplier se réduit à une suite finie; pour 
le voir il suffira évidemment d'examiner le cas où f 2 se réduit à 
cospx ou à s'mpx. Supposons, par exemple, / 2 =cos/>;r et 
examinons seulement l'égalité relative à A w , tous les a et les [3 sont 
alors nuls sauf ol p qui est égal à i, l'égalité qui donne A w se ré- 
duit à 

A. « = ~ ( &p-i n ■+- <X>p-n )i 

ce qui n'est qu'une autre manière d'écrire l'égalité évidente : 

^27: 
- / /i(Ô)cos/iecos/?6rf0 

= ^ f /i(6)cos(/n-/i)0^e-h f / 1 (ô)cos(/? — /i)8<*6 . 

Ces remarques faites, il suffira évidemment de démontrer la 
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première des égalités (M) pour tous les systèmes de deux fonctions 
bornées et sommables pour avoir le droit de conclure à l'exactitude 
de toutes les formules (M) pour ces fonctions; car, si l'on applique 
la première formule (M) aux fonctions f h et / 2 cos/i#, dont on 
connaît les séries de Fourier, on a la formule qui donne A n et de 
même, si l'on applique la première formule (M) aux fonctions f % 
et f 2 sin/i.r, on a la formule qui donne B fi . 

Simplifions encore le théorème à démontrer. Dans le cas du 
produit/,, il se réduit à 

•Si cette égalité était démontrée, il suffirait de l'appliquer au 
calcul de 

I (/n-W<» = / f\M + i\ AArfe + X'/ /i m, 

*A) *M> «'0 

X désignant une constante indéterminée, pour en déduire la 
première des formules (M). En définitive, pour démontrer ces 
formules (M), il nous suffira de faire voir que, pour toute fonc- 
tion / bornée et sommable, 

f ~ -a -h ^.(ap cospx-+- b,, sin/>:r), 
on a 

(N) i f >(e)dB=IaJ + 2(a«+6«). 



J»=« 



Cette formule est exacte, nous le savons, quand il s'agit d'une 
suite finie de Fourier ; appliquons-la à la somme a n de M. Féjer 
relative à la fonction /. On trouve 

D'ailleurs, /étant bornée, les <r„ sont aussi bornés et, puisque <r* 
tend vers f 2 partout, sauf pour les points d'un ensemble de mesure 

/Î1C x,27l 

<x* rf8 tend vers / f 2 rf8, quand n augmente 
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indéfiniment (n" 12). Par suite l'égalité (N) serait démontrée si Ton 
convenait d'appliquer au second membre de (N) le procédé de 
sommation suivant : à la série 

on fait correspondre comme somme la limite de 

Pour que (N) soit démontrée quand on emploie le procédé 
ordinaire de sommation des séries, il suffit donc de prouver que le 
procédé de sommation par les 2„ fournit le même résultat que le 
procédé ordinaire quand on l'applique à une série à termes posi- 
tifs, comme celle qui figure dans (N). Or, cela résulte de ce que, 
quand les u sont positifs, 2„ est au moins égal à la somme de ses p 
premiers termes, laquelle tend vers la somme des /> premiers 
termes de la série proposée quand n croît indéfiniment, et de ce 
que 2„ est au plus égal àa + u t -\-.. .-h «/«. 

L'égalité (N) et, par suite, les égalités (M) sont ainsi démontrées 
pour toutes les fonctions sommables bornées, c'esUà-dire que 
nous savons éprire la série de Fourier du produit de deux telles 
fonctions données par leurs séries de Fourier. Ce n'est qu'assez 
récemment que cette multiplication des séries de Fourier a été 
légitimée pour toutes les séries correspondant à des fonctions 
intégrables au sens de Riemann; la métbode qui vient d'être em- 
ployée pour le cas des fonctions sommables est peu différente de 
«elle qu'avait utilisée M. Hurwitz pour le cas des fonctions inté- 
grables de Riemann ( ■ ). 

11 serait naturel maintenant d'étudier la division des séries de 
Fourier; on ne connaît que bien peu de choses à ce sujet. 

L'idée qui se présente immédiatement à l'esprit consiste à con- 
sidérer dans les équations (M) les A, B, a et (3 comme connus et 
les a et b comme inconnus. Le problème est ainsi ramené à la 
résolution d'une infinité d'équations à une infinité d'inconnues; 
je me bornerai à renvoyer aux quelques travaux que j'ai cités 



( l ) Voir Math. Ann., t. LVII et LIX. On trouvera là des indications bibliogra- 
phiques concernant la multiplication et l'intégration des séries de Fourier. 
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(n° 18) et qui concernent ces systèmes, ainsi qu'à un article de 
M. P. Appell (Bull, de la Soc. math, de France, t. XIII). 

J'indique encore une question qui mériterait d'être étudiée soi- 
gneusement : de la convergence des séries de Fourier de f t et/ 2 
peut-on conclure, dans des cas étendus, à la convergence de la 
série de Fourier de/i/ 2 ? 

53. Intégration. — Soit une fonction sommable 

y ^ — 1 -+-}( a p cospx -h b fi sin/ja-), 

son intégrale F(x) = / f(&) dx, étant à variation bornée (n° 11 ), 

Jo 
est représentable dans (o, irî) par sa série de Fourier uniformé- 
ment convergente (n° W>), sauf autour de x = o, 

F(.r) = — ? -+-^( &p cospx -f- H /t sinpx) (o < x < stc), 

avec, pour/? ^ o, 

i /- 27r 
A»= - / F cos pxdx 

TtJ 

i [„sinpxyK , /.«* . 6 

= - I F — <—- / /sin pj dx = '- 9 

tt[ p Jo />tcJ ' /> 

i /* 27t 
B 7> = - / Fs'mpxdx 

* J 

i ["_, cos/>.r~]° i Z* 271 . , «o «/* 
= - F £— h / fcospxdx = 1 -• 

*l P JîTt />*./> /> P 

D'où 

i? / x A V 1 / bp a p • «o • \ 

F(x) = — - -+- > ( -cos/># h -smpx s\npx\ . 

Faisons x = o ; en tenant compte de F (-h o) = o on trouve 

F(+o)+F(îïï — o) iza A ^ &p 

2 2 '2 ^à p 

d'où A ; et, d'autre part, dans (o, 27t), 

2a . a? — ir 
sinpa?= a î 
p 2 
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donc on a 

F (or) = — x H- X, "" l a p sinp* — bp( cos# — i)]; 

^M p 

la série de Fourier de f est donc intégrable terme à terme de o 
à.r<27c. En soustrayant F(x 2 ) de F(.r 4 ) on verra que la série 
de Fourier de /est intégrable dans (x%, #0), pourvu que dans cet 
intervalle ne se trouve aucune valeur congrue à o. Si l'on faisait le 
changement de variable x = X — a avant le raisonnement, on 
serait conduit à constater la possibilité d'intégrer la série de Fou- 
rier dans (.x 1 ,, x t ) ne contenant pas de valeur congrue à a, c'est- 
à-dire, puisque a est quelconque, dans tout intervalle d'étendue 
moindre que 2?t. En partageant un intervalle quelconque en 
parties d'étendues moindres que 2*rc, on vérifiera l'énoncé général : 

La série de Fourier de f, intégrée ternie à ternie dans un 
intervalle quelconque, fournit V intégrale de f dans cet inter- 
valle. Si V une des extrémités de cet. intervalle est variable, la 
série obtenue est uniformément convergente. 

54. Dérivation. — Supposons qu'on connaisse la série de 
Fourier d'une fonction F(.r) partout dérivable, sauf pour x = o, 
et dont la dérivée est sommable, et proposons-nous de former 
la série de Fourier de sa dérivée/; ou bien, supposons que F(x) 
soit l'intégrale indéfinie de/', et proposons-nous de former la série 
de f. En conservant les notations du numéro précédent, les 
égalités qui y ont été établies résolvent le problème; seulement, 
comme on ne suppose plus F(-h o) = o, l'égalité qui nous a servi 
à calculer A doit être remplacée par la suivante : 



F(-+-0) -h F('2TT — O) 



= ^ F( +o)=^2 A <" 



d'où l'on tirera 

F(aïï-o)-F(+n) aF(+o) A «V* 

Supposons que l'on dérive terme à terme la série de Fourier 
de F, nous obtenons, en tenant compte des relations indiquées, 

\ — pA f ,s\npx -hpB p cospx =\ b t , sin/?a?-f- a,, cospa? — a cospx. 
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En général ce n'est pas une série convergente; en effet, a p tend 
vers zéro quand p croit, donc, sauf si a = o, le coefficient (a,, — a ) 
de cospx dans cette série ne tend pas vers zéro, et nous verrons 
que c'est là une condition de divergence (n°57). La série obtenue 
ne diffère de la série de Fourier de f que par l'absence du terme 
constant et par la présence des termes a cospx. Mais, d'après ce 
qui a été dit au n° 50 sur l'application du procédé de M. Fejer 
à la série 2cos/?;r, la série obtenue en dérivant la série de 
Fourier de F est sommable par le procédé de la moyenne 
arithmétique et représente f en tous les points où la série de 
Fourier de f serait sommable par le même procédé. 

Bien entendu la série obtenue en dérivant la série de Fourier 
de F pourrait aussi être sommée par le procédé de Riemann, en 
tout point si f est la dérivée de F, partout sauf aux points d'un 
ensemble de mesure nulle si F est l'intégrale indéfinie de /. 

Pour que la série de Fourier de F fournisse, par dérivation, la 
série de Fourier de f\\ faut et il suffit que a =o, c'est-à-dire 
que F soit périodique, et c'est dans ce cas seulement que la déri- 
vation peut conduire à une série convergente partout. 

Ainsi, quand on est dans les meilleures conditions possibles, une 
série de Fourier dérivée terme à terme conduit à une série de 
Fourier; intégrée une fois elle conduit en général à une série trigo- 
nométrique plus un polynôme du premier degré, intégrée n fois 
elle conduit à une série trigonométrique plus un polynôme 
dn n Wme degré. Si donc on veut utiliser les séries de Fourier pour 
obtenir des développements qu'on puisse dériver ou intégrer indé- 
finiment terme à terme sans que le développement change de forme 
il sera naturel d'essayer si l'on ne pourrait pas arriver au résultat 
désiré par l'emploi de la somme d'une série de Fourier et d'une 
série entière. En fait M. Borel a démontré que ces sommes conve- 
naient pour la représentation des fonctions indéfiniment déri- 
vantes (*). 



(') Voir la Thèse de M. Borel (Annales de l'École Normale, 189a, p. 37) ou 
le Chapitre IV de ses Leçons sur les fonctions de variables réelles. Dans le 
Volume cité des Ann. de l'Éc. A'orm. on trouvera aussi un Mémoire de M. M. 
Lerch : Sur la dérivation d'une classe de séries trigono métriques. 
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IV. — Applications géométriques. 

55. Théorème de Jean Bernoulli. — Pour appliquer les ré- 
sultats qu'on vient d'obtenir, je vais démontrer un théorème de 
Jean Bernoulli par la méthode qu'a employée Poisson dans ce but 
{Journal de V École Polytechnique, Cahier 18). 

Considérons une courbe C ayant des tangentes et suppo- 
sons que, lorsqu'un point M parcourt C, la tangente en M tourne 
toujours dans le même sens, ce que nou,s exprimerons en disant 
que C est convexe (*). Soit AB l'arc de courbe C considéré, nous 
supposons que la tangente en B fait un angle droit avec la tangente 
en A. Soit T celle des développantes de C dont le rayon de cour- 
bure en A est nul, c'est-à-dire qui passe par A. 

J'appelle B, son extrémité. Soit C, celle des développantes de T 
qui passe par B«, j'appelle A, son extrémité. Soit r< celle des dé- 
veloppantes de Ci qui passe par A,, j'appelle B 2 son extrémité, et 
ainsi de suite. Les points A, A,, A 2 , ... sont sur la normale AX à C 
en A; les points B, B 4 , B,, ... sont sur la tangente BX' à C en B. 
AX et BX' sont deux droites parallèles. Nous nous proposons de 
rechercher si les courbes C/ et les courbes T/, qui s'éloignent indé- 
finiment entre AXet BX', ne tendraient pas vers une forme limite. 

Considérons un point M de C et les points {/. et M< correspon- 
dants de T et C|. Désignons par# l'angle aigu de la tangente en M 
avec BX', par s l'arc BM de C, par r le rayon de courbure de C 
en M; par x t , s^ r K nous désignons les éléments analogues de C { ; 
par Ç l'angle aigu de la tangente à F en u, avec AX, par t l'arc Ajjl 
de T, par p le rayon de courbure de T en jx. Avant d'aller plus loin 
remarquons qu'on n'introduit aucune hypothèse nouvelle en 
supposant l'existence de rayons de courbures, car, si C n'en avait 
pas, Ci en aurait un et il suffirait de faire commencer à C t la suite 



( l ) Bien qu'une droite puisse parfois rencontrer C en plus de deux points; c'est 
ainsi qu'avec la définition du texte un arc quelconque de spirale d'Archimède est 
convexe. Cette définition est celle qu'a adoptée M. Borel dans sa Géométrie élé- 
mentaire, p. 39 et 4*>. 
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des courbes C. On a 

x = Xt, &-*-}; = — > s -+■ p = const., a -»- r t = const., 



ds __ da __ 

dx~ ~ ''' S? ~ p ; 

d'où 

d*r x __ d*a_ _ \4/ _ dp ___ d^ __ 
*£r 2 ~ <£r* ûfcr ~~ dx ~~ dx ~~ 

Posons alors 

/• ~ b x sin.r -+- b% sin3.r -h 65 sinfia? -f-, . ., 

ce qui est possible puisque /■ n'est encore défini que dans ( o, - )• 

On pourrait d'ailleurs remplacer cette égalité formelle par une éga- 
lité entre nombres telle que la série du second membre soit unifor- 
mément convergente, car, à condition peut-être de supprimer les 
premières courbes C, C,, . . . , on peut supposer que /'(<>) = o et 
que f'(x) a partout une dérivée bornée. En intégrant deux fois on 

aura — /*♦ ; si l'on remarque que r t (o) = o et — , = p ( - j = o 
on obtient 

— p = b\ cosa? -h — cosia? H — — cos5a? -*-. . ., 

, A» . ._, 6 5 . . 

r, = b\ sma? -h -- sin 3a* -+- — sino.r -+-. . .. 
J* :>* 

Par suite le rayon de courbure r p de G,, est 

# • b* • .» ^s • - 

/> = ©i sinar -+- ^-j siniar -h TT^sinaa* -+-..., 

t p (x) tend donc vers R(tf) = 6 f sina\ On déduira facilement de 
là que, si l'on effectuait sur C<, C 2 , . . ., les translations le long 
de BX' qui amènent B,, B 2 , ... en B, les positions que pren- 
draient M|, M 2 , . . . tendent vers un point de la courbe © passant 
par B et définie par l'égalité R(.r) = 6, sinx entre son rayon de 
courbure R et l'angle x que sa tangente fait avec BX'. 

Les formules ordinaires de la géométrie permettent de vérifier 
que € est une demi-cycloïde ayant B pour point de rebrousse- 
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ment et qui est normale à AX. D'ailleurs, dès qu'est démontrée 
l'existence d'une courbe limite © ne dépendant que du seul para- 
mètre b { , 

bi = - / r$\nxdx=- I sin# ( -=- ) dx = — h, 

*J TZJ \dx) 7t 

h représentant la distance de AX et BX', il est évident que © est 
cette cycloïde puisque, pour elle, toutes les courbes C/ sont 
égales. 

Les courbes T/ ont évidemment pour limite une demi-cycloïde 
égale à 8. On verrait de même que, si la courbe C était convexe, 
mais que les tangentes aux extrémités ne fassent pas entre elles un 
angle droit, les courbes Ci, G a , . . . et F, F, , . . . tendraient vers 
une forme limite épicycloïdale ; pour que ces courbes elles-mêmes 
aient une courbe limite il faudrait effectuer sur elles des transforma- 
tions par figures semblables, les rapports de similitude ne dépendant 
que de l'angle des tangentes à C en A et B. 

Dans le cas où C n'est pas convexe il semble bien qu'il n'existe 
pas de propriété analogue; on le verra en considérant le cas d'une 
courbe C formée par un arc ajâ de circonférence puis par le même 
arc parcouru en sens inverse de [3 vers a. Le cas des courbes 
gauches n'a pas été examiné que je sache. 

56. Théorème des isopérimètres. — Pour faire connaître une 
autre application géométrique je vais démontrer, par la méthode 
de M. Hurwitz, l'inégalité qui constitue le théorème des isopéri- 
mètres (' ). 

Soit G une courbe plane fermée sans points multiples, rectifiable, 
c'est-à-dire de longueur finie L; M. Jordan a démontré qu'une 
telle courbe partageait le plan en deux régions et que la région 
intérieure est de celles qu'il a appelées quarrables et auxquelles 
on peut attacher une aire A. M. Jordan a montré de plus que, de 
quelque façon qu'on exprime les points de C comme fonctions 
continues d'un paramètre, ces coordonnées sont des fonctions à 
variation bornée de ce paramètre. Enfin, de quelque façon qu'une 



(*) Voir Annales de l'École normale supérieure, 1902. 
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courbe rectifiable C, tende uniformément vers C, la longueur L, 
de Ci a une plus petite limite au moins égale à L et l'aire A| de Cf 
a pour limite A. D'ailleurs, on peut toujours choisir Ci de manière 
que L 4 tende vers L. 

Ceci posé, exprimons les coordonnées des points de C en fonc- 
tion de l'arc s de C compté à partir d'une origine arbitraire et 

27U * TVl 

posons t= -y— • JNous aurons 

x — -a -h ^(«/i cospt -+■ b p sin/*0, 

7= ~ «o •+• ^(«#» *o*pt ■+■ $ P sinpt), 

les séries qui figurent dans x et dans y étant uniformément conver- 
gentes. Supposons d'abord que x et y aient partout des dérivées 
en t et que ces dérivées soient sommables; nous aurons, puisqu'il 
s'agit de fonctions périodiques (n° 54), 

-jfc ~ ^(pàp cospt —pa P sin/?*), 
•£ ~ ^(Ppf'COspt—ptpsinptY, 
et, d'autre part, 

\dt) \dt) ~~ VW * 

Nous savons calculer / (777) ^> I i'dtj^ P ar * a ^ or ~ 
mule (N) du n° 52. De ce calcul nous tirons 

L«=aiu«2j*«(aJ+ô«H-«J+Pj5). 

D'autre part, de la première des formules (M) du n° 52, nous 
déduirons 

A= f x ~dt dt = iT 2 (a/ '^ -6/,a ' ,) - 

Donc 
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Débarrassons-nous maintenant de l'hypothèse faite relativement 

à l'existence de -^- et -^- En remarquant que x(t) et y (t) sont 

à nombres dérivés bornés et, par suite, ont des dérivées presque 
partout (n° H), on pourrait vérifier que nos calculs sont corrects 
dans tous les cas; mais les remarques qui suivent suffiront. 

Prenons une courbe Ci qui tend vers C et dont la longueur L< 
tend vers L; il est facile de construire cette courbe de façon 
qu'elle soit de celles auxquelles s'appliquent les raisonnements 
précédents. 

Alors, les éléments affectés d'un indice 1 correspondant à C t , 
on a 

Le premier membre tend vers L 2 — 4^A quand C| tend vers C; 
la somme des k premiers termes du second membre tend vers la 
somme correspondante relative à la courbe C, donc on a 

et, par suite, 

L*— 4itA>o, 

sauf peut-être si 

a\ = Pi , b\ == — X| , a s = a 3 = . . . = b% = 6 3 = . . . = a 2 = a 3 = . . . = o ; 

auquel cas C est une circonférence et l'on a bien 

L*= 4^A. 

Donc, pour toute courbe fermée sans point double, recti- 
fiable et de longueur L, limitant une aire A, on a 

L* — 4tcA^o, 
le signe = ne convenant qu } au cas de la circonférence. 
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SÉRIES TRtGONOMÉTRIQUES QUELCONQUES. 



Les recherches exposées dans ce dernier Chapitre continuent 
et complètent celles dont il a été question au Chapitre II; cpmme 
celles-ci, elles ont pour but principal de nous faire connaître 
quelles peuvent être les séries trigonomé triques représentant des 
fonctions données. 

57. Théorème de M, Georg Cantoi\ — Lorsqu'une série 
trigonométriq ue est convergente pour tous les points d'un in- 
tervalle, ses coefficients tendent vers zéro. Cela sera évidem- 
ment prouvé si nous démontrons que la série trigonométrique 
dont le terme général est p„ cosn(x — a„) ne peut converger que 
pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle lorsque p„ ne 
tend pas vers zéro quand n croît. En effet, lorsqu'il en est ainsi, on 
peut trouver une suite croissante d'entiers ni tels que les nombres 
p„. correspondants soient tous supérieurs à un nombre fixe m diffé- 
rent de zéro. e étant arbitrairement choisi positif, le nombre 
| p„.cos/i|(.r — ol„.) | surpasse e, sauf pour des valeurs de x qui 
forment, pour o<x<2tc, un ensemble de mesure au plus égale 

à 7} = 4 arc sin — j et nous devons en conclure (n 11 9) que la 

mesure de l'ensemble des points de convergence est au plus r 4 . 
Notre théorème est ainsi démontré, car -t\ tend vers zéro avec e. 

Ce théorème, que Riemann semble avoir considéré comme évi- 
dent, a été démontré pour la première fois par M. G. Cantor (*). 

(*) Journal de Crelle, t. 72; Math. Annalen, t. IV; Acta mathematica, t. IT. 
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Pour les recherches suivantes, il est possible de s'en passer comme 
l'ont remarqué Riemann et Kronecker ( ' ) ; il suffit pour cela, 
ayant la série trigonométrique S(.r) convergente pour x = x , de 
raisonner uniquement sur la série en S, S(j? + 8) + S(x — 8), 
dont les coefficients tendent vers zéro. 

Une série dont les coefficients ne tendent pas vers zéro peut 
avoir des points de convergence dans tout intervalle; on en trou- 
vera des exemples dans le dernier paragraphe du Mémoire de Rie- 
mann, le plus simple est celui de la série Esin/i! tzx qui est évi- 
demment convergente pour toute valeur rationnelle de x ( 2 ). 

58. Théorème fondamental de Riemann. — Nous allons 
considérer maintenant une série trigonométrique' (S), dont les 
coefficients tendent vers zéro, 

(S) -a -\-\(a n cos nx -h b n sin/ia:) = A -h A t -+- Aj-h. . ., 

et rechercher dans quels cas on peut lui appliquer le procédé som- 
matoire de Riemann (n° 49) qui consiste, comme on le sait, à poser 

et à attribuer comme somme à la série proposée la limite, pour 
h = o, d'une quantité que l'on notera, en modifiant légèrement 
les notations du n" 6, 

Le théorème fondamental qu'on va tout d'abord démontrer est 
le suivant : lorsque (S) est convergente, le procédé sommatoire 
de Riemann s } applique et est d'accord avec le procédé de som- 
mation ordinaire. 



(') Voir le paragraphe TI du Mémoire de Riemann et un travail de Kronecker 
dans le Tome 7'2 du Journal de Crelle. 

( 2 ) On prouvera facilement que la série E/i s\nn\izx n'est convergente que 
pour les valeurs rationnelles de x. 
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Il suffira, pour cela, de montrer que N A^, l — t— \ tend, quand 

h tend vers zéro, vers la série SA.J, supposée convergente. 
D'après le n° 25, il suffit de montrer que la quantité 

^|rsin/?/i~| 2 |"sin(/> -+- 0^1*1 

^IL"^"J ~L (p + nh J I 

n — 1 .oo 

__^i I ["sin/^!* [" sin(/? -w)/t ~|* ^\ï $\nph ~y F sin(/> -t- i)/* "] 2 1 
-2*\l-ph~\ ~L (p + *)h J r"^IL M J ~L (/>-+-0* J | 

1 n 

est uniformément bornée. Dans le second membre prenons l'en- 
tier n de façon que le signe | | soit inutile dans la première 
somme; il suffira, pour cela, que l'on ait /i|A|<7:<(/i-hi)|/i|. 

La première somme est alors ( —j— \ — ( — r— j > quantité 
bornée. 

La seconde somme est égale à 



I (sinph) 2 — [sin(/? -+- i)h]* 
| P* h * 



[8in( ^ + l)A]î [^___L_]|; 



en remarquant que la différence des carrés des sinus est égale à 
| sin(a/> -H i) h sinA | < \ h |, on voit que cette somme est infé- 
rieure à 

p*h* "*" n*^ J {n _ l)Jt t* "*" /i 2 /** - ( n — \)\h\ "*" ai 2 A 2 ' 
quantité bornée, car elle tend vers — i — -• 
Démontrons encore que l'on a toujours : 

hm 1-^ =hm aAoA-hO A,/ £7^- = o. 

Cela résulte (n" 25) de ce que l'on a, en conservant les notations 
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précédentes, 

1 1 

*l»l2(1=f*) , S.I»K2^<-l»K : f II . 

n + 1 rt-t-1 

quantité bornée, car elle tend vers tc H — ( ' ). 

59. Condition nécessaire et suffisante démontrée par Rie- 
mann. — Soit une fonction f{x) de période 27c, nous nous 
demandons à quelles conditions elle doit satisfaire pour qu'il existe 
une série trigonométrique, dont les coefficients tendent vers zéro, 
à laquelle s'applique le procédé sommatoire de Riemann et dont la 
somme, obtenue par ce procédé, égale /(#). 

Il faut évidemment tout d'abord que la condition suivante soit 
remplie (n° 6^ : 

i° f(x) est la dérivée seconde généralisée d'une fonction 
continue F(x). 

La dérivée seconde généralisée de F(x -h 2 tu) — F(x) est égale 
kf(x-\- 2tc) — f{x) = 0; donc F(x -f- 2tt) — F(x) est une fonc- 
tion linéaire (n° 6) que l'on peut noter 2ir[A ,r 4- TcA -h C< ]; 
on vérifie de suite que, si l'on pose 

x 2 

F(x) = C t x -+- A h *(#), 



2 



&(x) est une fonction continue de période 27c. 

En remplaçant &(x) par sa série de Fourier, on trouve une 
égalité formelle qu'on peut écrire 

b{x) = C-f-CjiFH — ... -•• • , 

2 I* 2* 71* 

A n étant de la forme a cosnx-\- (3 sînnx; il reste seulement à écrire 



(') Pour d'autres applications des raisonnements de Riemann, voir une Note 
de M. Fatou (Comptes rendus, 1905). 

L. 8 
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que A n tend \ers zéro pour écrire du même coup que l'égalité pré- 
cédente est une égalité entre nombres et que, en dérivant deux 
fois le second membre, on a une série à coefficients tendant vers 
zéro qui représente f(x) à la manière indiquée. D'où cette 
seconde condition : 



2° En posant 



„î7r-*-a 



/z Jk -t- a 
<P(t) cosn(x — t) dt 



le second membre tend vers zéro avec -> uniformément quel 
que soit x. 

Les conditions i° et 2° constituent la condition nécessaire et 
suffisante cherchée; on verrait facilement comment il faut la mo- 
difier si f(x) n'existait pas en certains points ou si l'on renonçait 
à la sommabilité de la série, ou à l'égalité de f(x) et de sa somme 
en certains points. Je laisse cela de côté pour indiquer la transfor- 
mation que Riemann a fait subir à la condition 2°, et qui est la 
partie importante de cette recherche. 11 est évident en effet que la 
condition i°, qui n'est qu'une tautologie, serait suffisante si l'on 
ne s'imposait pas la restriction supplémentaire que les coefficients 
de la série représentant f(x) tendent vers zéro en vue d'un appli- 
cation ultérieure au procédé de sommation ordinaire. 

Nous désignerons par [x(.r)une fonction continue de période in 
ayant partout une dérivée première et ayant partout, sauf en un 
nombre fini de points, une dérivée seconde à variation bornée. 
D'après les n os 27 et 28, si le (n -h i) ienie terme de la série de Fourier 
de [*(#) esta,, cosnx -+- b u sinnx, n*a n et n* b n sont bornés, donc 
n' 2 a ti et n-b n tendent vers zéro. D'autre part, si le(n -+- i ) ièIUe terme de 
la série de Fourier de <P( x) est a„ cosnx -h |3 W sïnnx, n 2 y. n et n- k 3„ 
tendent vers zéro. Donc, d'après les formules (M) (n° 52), le 
(n -\- i) iè,ne terme A„ cosnx-\- B„ sinAi.r de la série de Fourier de 
&(x)p(x) est tel que n- A„ et n 2 B, t tendent vers zéro, ou, si l'on 
veut, que n 2 (X fi cosnx -\- B« sinnx) tende uniformément vers 
zéro, quel que soit x. 

Ceci s'écrit 

(A) lim n* f *(/) [i(t) cosn(x — t) dt = o. 
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Admettons que |x n'est différent de zéro que dans une partie 

(a, b) de (a, 211 -f- a), ce qui exige 

p(a) = p(b) = p'(a) = fx'(è) = o; 

on pourra remplacer les limites d'intégration (a, 211 H- a) para et 6. 
D'autre part, jjl ayant les propriétés indiquées, l'expression 



n* 



\- f p(t)lC't-\ — ) cos/t(> — t)dt\ 



tend vers zéro avec -» carlaquantité entre crochets est le (n -+- i) ième 

G'x-\ ; — ) » qui est con- 
tinue ainsi que sa dérivée première et dont la dérivée seconde est 
à variation bornée. Par suite, si 2° est remplie, 

nï f \x(t) F(t)cosn(x — t) dt 

tend vers zéro avec - • Pour conclure, énonçons une condition 2'. 

1' Désignons par A(£) une fonction définie dans (A, B) qui 
y est continue ainsi que sa dérivée première, qui a, sauf un 
nombre fini de points, une dérivée seconde à variation bornée, 
et telle que Von ait 

X(A) = X(B) = X'(A) = V(B) = o. 
La quantité 



-/ 



k(t)F(t)cosn(x — t)dt 



tend uniformément vers zéro, quel que soit x, avec — • 

Je dis que 2 et 2' sont deux conditions équivalentes. En effet, 
si 2 est remplie, 2' l'est aussi, car on peut considérer X comme 
la somme d'un nombre fini de fonctions [x, et remplacer ainsi 
l'intégrale où figure ~k par des intégrales où figurent des fonctions u, 
et qui sont étendues seulement à des intervalles (a, b) de longueur 
moindre que 27t. 
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Supposons maintenant que i! est remplie, c'est-à-dire que 



n* f l(t)<P(t)cosn(x — t) dt 



tend vers zéro avec - • Faisons d'abord là-dedans 
n 



2 2 



et 



l(t) =■ cosf dans ( , o j et (27:, — - ), \(t) = 1 dans (o, 2ir); 

puis 

A = , B = -+--, X(*) = cos*. 

2 2 ' 

La contribution de ( — > o) est la même dans les deux cas; la con- 
tribution de { 2 7t, ^- j dans le premier cas est égale à celle de ( o, - ] 

dans le second. Si donc on soustrait les deux résultats obtenus, on 
voit que l'intégrale 

J~21Z 
f *(£) cosn(x — t) dt 


tend vers zéro, avec — ; 2' entraîne 2 . 

Riemann donne à la condition 2' une forme un peu plus géné- 
rale en ne supposant pas que n soit entier, il serait facile de mon- 
trer que les deux formes de 2' sont équivalentes ( , ). Je ne m'y 
arrête pas, d'autant que l'on utilisera seulement l'égalité ( A.) pré- 
cédemment trouvée, dans laquelle \*-(t) est une fonction de pé- 
riode 2ir, ayant une dérivée seconde à variation bornée. La mé- 
thode qui conduit à l'égalité (A) fournit aussi l'égalité (B) 

f <&(*) Hi(0 cosn(x — t)dt = o. 



(*) La méthode de Riemann, exposée d'une façon un peu concise par l'auteur, 
ne prête à aucune difficulté si Ton tient compte des notes que H. Weber a ajou- 
tées au Mémoire de Riemann (voir surtout 2" édition des Œuvres de Riemann). 

J'ai utilisé ces notes dans le texte. 
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dans laquelle ^t(t) est une fonction de période 27t, ayant une 
dérivée première à variation bornée. A. ces égalités il faut en 
joindre une troisième 

. (27l-hl)0 — t) 

/27r-ha sin 
*(0 MO zA-, dt = o, 
sin f^ll 



dans laquelle [x 2 (/) désigne une fonction qui jouit de toutes les 
propriétés de [*<(£) et qui, de plus, s'annule pour la valeur .r com- 
prise entre a. et 3-n-f- a. Cette égalité résulte de ce que l'intégrale 

qui y figure est, au facteur — près, la somme des (n -+- 1 ) premiers 

termes de la série de Fourier de ^>(x) p 2 (&)i série qui est absolu- 
ment convergente. 

60. Retour au procédé de sommation ordinaire. — La somme 
des n -h 1 premiers termes de la série qui représente f{x), quand 
on la somme par le procédé ordinaire, est évidemment égale à 

[. (in-hi)(x—ty-\ 
Sm 2 
—T=Tt *■ 
s,n -*- J 

valeur que Ton obtient en prenant la dérivée seconde de la somme 
des n -h 1 premiers termes de la série F(.z>); au lieu d'étudier 
directement cette somme, nous allons lui faire subir des transfor- 
mations analogues à celles qui ont permis de passer de la con- 
dition 2 à la condition a'. 

Demandons-nous tout d'abord dans quel cas la série trigonomé- 
trique s, qu'on obtient en dérivant deux fois de suite terme à 
terme la série de Fourier de 4>, peut être remplacée par la série 
trigonométrique s { qu'on déduit par le même procédé de la série 
de Fourier de <ï> A, où \ est la fonction de l'énoncé 2'. Mais, pour 
parler de la série de Fourier de <P\ il faut que cette fonction ait la 
période air, aussi supposer a-t-on dorénavant que Von a 

A<a?<B£A-H2TT, 
a(*) étant supposée de période 2tc et égale à o dans (B, \-l-21c) 
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On a évidemment 
A«*X A*<1> 

-♦(«- a A) ' A( * + a *^ 

par suite, si l'on emploie le procédé sommatoire de Riemann, s et 
5| peuvent se remplacer mutuellement quand on a 

X(a?) = 1, V(x) = X*(a:) = o; 

on supposera dorénavant ces conditions remplies. 

Si Ton emploie le procédé de sommation ordinaire, on est 
conduit à considérer la différence des sommes des n premiers- 
termes de s et s,, laquelle s'écrit 

m + * ,j [ sin(.2/i -+- i)i!lZI_"| 

Posons 

1 — X = p, a: — t = m, 

et désignons les dérivées par des accents, on a 

[sin(/i -h i)al" sin(/i-hi)wi . i . „ \ ) 
, * = — - — \ p sm - u cosec* - u \ 
sin, m J sinja ( r 2 2 \ 

■+■ ( i n -+- i ) cos nu J p cos - u coséc' - u > 

— (-2/1 -+- i) sin nu jp sin - u coséc' - u> 

— (n-\ — ) sin nu j p cot - u i 

— ( /iH — J cos nu) p j. 

Par un calcul élémentaire qu'il est inutile de développer ici, on 
vérifie que les quantités placées entre accolades ont des dérivées» 
bornées jusqu'à l'ordre 2, pour les trois premières quantités, 
et jusqu'à l'ordre 3, pour les deux dernières, si ^(t) a des déri- 
vées continues jusqu'à l'ordre 4? tiu moins autour de t = x\. 
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on supposera celle condition remplie. Alors la première quan- 
tité est une des fonctions jjl 2 dont il a été parlé à la fin du nu- 
méro précédent, les deux suivantes sont des fonctions [x f , les 
deux dernières des fonctions jjl. Si donc nous partageons l'inté- 
grale à calculer en cinq autres à l'aide de l'égalité précédente, il 
est évident que ces cinq intégrales tendent toutes vers zéro; la 
première à cause de (C), les deux suivantes à cause de (B), les 
deux dernières à cause de (A.). De sorte que s peut être rempla- 
cée par s h même quand on emploie le procédé de sommation ordi- 
naire ('). 

Avant de conclure, remarquons que pour 

/(0-~[(K + K t ^K. 2 ^)MOL 

la série de Fourier de f est certainement convergente et que sa 
somme, quand £ = .r, égale 2K0. Comme les fonctions F(/)et<ï>(*) 
correspondant à cette série sont égales à (K -h K { t -f- K 2 t 2 )\(t), 
on peut écrire 

r m+<x ,j sin(a/n-i)— — 

(])) lim — / (K-hK,tH-K,**)X(0£; — <# = aK t . 

« = -**./« " dti 8in^=-' 



En faisant dans (D) : K = o, K, = C,, K 2 = — » et en utilisant 

le résultat précédent, on est conduit à l'énoncé de Riemann ; 
Soit A < x < B^ A -\- 2w, et \{t) une fonction ayant des dé- 
rivées continues jusqu } à V ordre 4, telle que Von ait 

X(A) = X(Bj = X'(A) = X'(B) = o, X(a?) = i, X'(a?) = X ff (a;) = o; 
alors la différence entre A + A, + ...+ A H [voir le n° 59) 



(*) En utilisant, par exemple, l'intégration par parties, il est possible de ne 
se servir, dans la démonstration, que de la formule (A) qu'on peut considérer 
comme une conséquence immédiate de a'. Mais, dans tous les cas, les diffé- 
rentes intégrales que Ton rencontre ne peuvent être traitées toutes de la même 
manière; aussi, en ce qui concerne cette partie du Mémoire de Riemann, les 
notes de ïl. Weber me paraissent avoir besoin d'être complétées. 
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et 

*TzJ k w v dt* sm\(x — t) 

tend vers zéro quand n croit indéfiniment (' ). 

Riemann remarque que, si l'on modifie / en dehors de (A, B), 
on ne modifie en rien la convergence ou la divergence, au sens oi> 
dinaire, de la série trigonométrique qui représente f quand on lui 
applique le procédé de Riemann. En effet, une telle modification 
ne peut avoir pour résultat que d'ajouter à F une fonction linéaire, 
d'après le théorème de Schwarz (n° 6) démontré postérieurement 
aux recherches de Riemann, et cette fonction d'après (D) n'a aucune 
influence sur la convergence ou la divergence. C'est par ce raison- 
nement que Riemann démontra que la convergence au sens ordi- 
naire, de la série trigonométrique, qui représente une fonc- 
tion f quand on lui applique le procédé de Riemann, ne dépend 
que de la façon dont se comporte f au voisinage du point con- 
sidéré. Cet énoncé n'est pas entièrement équivalent à celui du 
n"34. 

Il est intéressant de remarquer que ce résultat suppose démontré 
le théorème de Schwarz et, par suite, le théorème du numéro 
suivant. D'ailleurs, dans le Mémoire de Riemann, on trouve aussi 
l'énoncé du théorème de M. G. Cantor qui a fait l'objet du n° 57; 
le théorème de du Bois-Reymond qu'on lira plus loin est aussi 
admis implicitement par Riemann ( 2 ). 

61 . Théorème de Heine-Cantor. — Le procédé de sommation 

(*) Ici on n'a pas le droit de supposer, sans précautions supplémentaires, que 
B — A est supérieur à 21t. On vérifiera facilement que l'énoncé serait encore 
exact si, les «autres conditions étant remplies, on remplaçait la condition 
A<a?<B = A-h2ir par la condition qu'il y ait des valeurs congrues à x dans 
( A, B) et les conditions que doit remplir X pour t — x par la condition que Ton 
ait X ( t ) = V ( t ) = W ( t ) — o pour toute va leur de (A, B ) congrue à x sauf pour 
Tune d'elles pour laquelle il faut que l'on ait "k(t) = 1, \'(t) = V(J) = o. 

( 2 ) Au paragraphe VII du Mémoire de Riemann on lit : « Si les coefficients a n et b n 
tendent vers zéro pour n croissant à l'infini, les termes de la série û [celle qui, 
peut-être, représente /(x)] finiront par devenir infiniment petits, quel que soit a?; 
sinon, ils ne pourront le devenir que dans des valeurs particulières de x. » C'est 
le théorème du n° 57. Quant au théorème de du Bois-Reymond, il est admis, 
mais moins nettement, à la fin du paragraphe III et dans le paragraphe X. 
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de Riemann étant plus général que le procédé ordinaire, pour 
qu'une fonction soit représentable trigonométriquement, il faut 
qu'elle satisfasse à la condition i' J du n° 59. Et alors, d'après le 
théorème de M. Schwarz (n° 6), la fonction F(£), qui admet f(t) 
pour dérivée seconde généralisée, est entièrement déterminée à 
une fonction linéaire additive près. Nous avons vu que, quand 
F(t) est ainsi déterminée, la série trigonométrique qui, sommée 
par le procédé de Riemann, donne/, est entièrement déterminée. 
Donc : il existe au plus une série trigonométrique conver- 
gente ( l ) qui représente une fonction donnée. 

Ce théorème a été démontré tout d'abord par Heine (Journal 
de Crelle, t. 71); mais en imposant diverses restrictions aux sé- 
ries considérées parce que le théorème du n° 57 n'était pas établi. 
C'est M. G. Cantor (loc. cit.) qui a donné l'énoncé précédent en 
même temps que des énoncés plus généraux. 

Jusqu'ici on a supposé la série partout convergente et égale à/; 
admettons qu'en certains points exceptionnels l'une ou l'autre de 
ces deux hypothèses ne soit plus remplie. M. G. Cantor a montré 
que le théorème est encore exact lorsque l } ensemble des points 
exceptionnels est réductible (n° 7). 

S'il y avait deux séries trigonomé triques convergentes représen- 
tant /, sauf peut-être en ces points exceptionnels, leur différence 
serait égale à o, sauf en ces points et, par suite, dans tout inter- 
valle ne contenant pas de points exceptionnels, la fonction F(f ) 
correspondant à cette différence serait linéaire d'après le théorème 
de M. Schwarz. Soit A. un point exceptionnel isolé; avant A, 
F(/)=K + K,f; après A, F(t)=K!-\-K.\t. F étant continue, 
on a 

K+K,A =K'+K' t A. 



Mais, d'après le second théorème du n° 58, 

F(A-hA)-t-F(A — A) — »F(A) 



= k; - k, 



(M Ou même seulement à coefficients tendant vers zéro et sommables par le 
procédé de Riemann. 
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doit lendre vers zéro avec h ; donc 

n ^ K , K| := IV | . 

Par suite, s'il n'y a qu'un nombre fini de points exceptionnels 
dans (o, 27c), F(l) est partout égale à la même fonction linéaire, 
le théorème est démontré. 

S'il y a un nombre infini de points exceptionnels, notre raison- 
nement montre que F(t) ne peut changer de forme qu ? aux points 
limites de cet ensemble. Mais on peut refaire, à l'occasion d'un 
point limite isolé, le raisonnement fait pour A, et l'on voit ainsi 
que le théorème est exact si, dans (o, 211), le premier dérivé de 
l'ensemble des points exceptionnels n'a qu'un nombre fini de 
points. On peut ainsi s'élever de proche en proche jusqu'à l'énoncé 
général de M. Cantor. 

62. Théorème de Paul du Bois-Reymond. — ïl n'y a qu'une 
seule série trigonométrique convergente représentant une fonction 
donnée y, nous venons de l'apprendre. Mais quelle est-elle? C'est 
la série de Fourier de / quand cette série est convergente et re- 
présente y, mais dans les autres cas n'y a-t-il pas une série trigo- 
nométrique, autre que la série de Fourier de /, qui représente la 
fonction donnée /? 

MM. Dini, Ascoli et surtout P. du Bois-Reymond ont répondu 
négativement à cette question dans des cas étendus (*). Ici on 
ne fera que la seule hypothèse : f est bornée (-). 

Si / est représentable par une série trigonométrique, c'est 
qu'elle est mesurable (n° 8); étant de plus bornée, elle est som- 
mahle (n° 10). Soit F la fonction correspondant, comme il a été 
dit, à la série représentant /. On a 

L m oTÂ^ =/( " ); 

nous savons que — t est bornée (n° 11), donc (n° 12) on peut 



(') Dinu Sopra la série de Fourier, Pise, 187.1. — Ascoli, Annali di Mate- 
matica, t. VI, 1873. — P. du Bois-Rkymond, Abhand. der bayer. Akad., t. XII. 
( J ) Lkbksguk, Annales de l'Ecole IS'ormale, 1903. 
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intégrer sous le signe « lim ». Appelons F< et F a deux fonctions 
primitives successives de F, on a 

ou, puisque F est la dérivée seconde de F 2 , 

F(x) — y(o)-a:lim A2 f^ 0) = f f f{t)dtcft. 

h=0 4^ J J Q 

La limite qui subsiste dans cette formule existe bien puisque 
tous les autres termes sont déterminés, et l'on a 

F(x) = f f f(l)dtcfà + Ax-+-B. 

Connaissant F (a;) on pourrait appliquer la méthode du n° 59 à 
la recherche de la série trigonomé trique; il sera plus rapide de re- 
marquer que, en conservant toujours les mêmes notations, $(x) 
est de la forme 

*(ar)= / f f(t)dtdb x* H- olx -+- (*; 

d'où, puisque £ et '\ sont les coefficients du (/i-hi) ièrae terme 

de la série de Fourier de <I>, 

_^n l f Ç* f'/( t)cosnx dtd0dx—^ 9 
n* 7zJ J J o Jy n* 

b i r ilz r r r H 

'{ = - I f I f(t)$innxdtdftdx 



n n 



Maintenant, en changeant l'ordre des intégrations, ce que permet 
la considération des intégrales triples (n° 10), en effectuant d'abord 
les intégrations en x, puis celles en 8 et enfin celles en t, on a 

a n =- f f(t)cosntdt-{-9. A f f(t)dt\, 

b n = - / fit) sinntdt — n 2rA — - 2a / f(t) (itz — t) dt I. 
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Pour que a n et b n tendent vers zéro, quand n croît, il faut évi- 
demment que les quantités entre crochets soient nulles; donc : si 
une fonction bornée f est développable en série trigonomé- 
trique convergente cette série est la série de Fourier de f. 

Si l'on admettait qu'il y ait des points exceptionnels en lesquels 
la représentation par la série trigonométrique cesse d'être valable, 
le raisonnement précédent ferait connaître, à une fonction linéaire 
additive près, la forme de &(x) dans tout intervalle ne contenant 
pas de points exceptionnels. Et le raisonnement du numéro pré- 
cédent montrerait que cette fonction linéaire est' toujours la même 
si l'ensemble des points exceptionnels est réductible; de sorte que, 
dans ce cas, le théorème précédent est encore exact. 

63. Exemple de série trigonométrique partout convergente 
qui n'est pas une série de Fourier. — Nous avons dû supposer, 
dans le numéro précédent, que /est bornée; le théorème s'étend 
cependant au cas où f est sommable et ne devient infini qu'au 
voisinage des points d'un ensemble réductible. On peut même dé- 
montrer que, si certaines fonctions non sommables sont représen- 
tables analytiquement, ce ne peut être que par leurs séries de 
Fourier généralisées (n° 19). 

Je renvoie pour ce point à mon Mémoire, cité au numéro pré- 
cédent. Ce qu'il importe de remarquer, c'est que la question posée 
n'est pas résolue complètement pour les fonctions non bornées. Il 
est d'ailleurs facile de voir que, si l'on conserve aux mots série de 
Fourier le sens que nous avons adopté (n° 19), il existe des 
fonctions qui sont représentables par des séries trigonométriques 
convergentes, qui ne sont pas des séries de Fourier. En voici un 
exemple qui m'a été indiqué par M. P. Fatou. 

Nous avons vu incidemment (n° 53) que, pour une série de 

Fourier, la série N — - était convergente et même nous avons 

calculé sa valeur. Donc, la série ^ — ■= n'est pas une série de 

Fourier; elle est cependant partout convergente (n° 26). 

64. Théorème sur la multiplication des séries de Fourier. 
— Supposons/' continue, auquel cas F a une dérivée première F' 
et une dérivée seconde F" =f. Soit X la fonction qui figure dans 
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l'énoncé du n° 60. Comme l'on a 
A*FX A^F.. , x 

¥(x — -ih) — ¥(x) \(ar-h-ih) — X(ar — ih) _, A*X 
— z h 4/1 4 h, 1 

il en résulte 

Ii m ^1 = /.X-+-2F'.X'h-FX". 
h = o 4 h 2 

La fonction 2F'X'+FV a une dérivée, sa série de Fourier est 
donc convergente. Mais on sait que la série obtenue en dérivant 
deux fois la série qui représente FX converge en même temps que 
celle qui se déduit de F, c'est-à-dire en même temps que la série 
de Fourier de /. Par suite, les séries de Fourier de /et f\ con- 
vergent en même temps au point #, les conditions du n° 60 étant 
remplies. 

C'est là un énoncé très particulier; j'ai tenu à l'indiquer en ter- 
minant parce qu'il montre qu'il y aurait intérêt à n'assujettir les 
fonctions X, [jl des paragraphes précédents qu'à des conditions 
moins restrictives. 
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